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project te geven, en ze te helpen extra materiaal te vinden met Zoeken naar boeken met Google. Verwijder dit watermerk niet.
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I1.
DYNAMICA VAN VASTE LICHAMEN,

EERSTE HOOFDSTUK.

Over beweging ten gevolge van de werking eener
standvastige kracht,

1. Reeds vroeger (I § 6) zagen wij, dat een stoffelijk punt,
na gedurende. £ sekonden zich met eene versnelling y bewogen
te hebben, eene snelheid y ¢ heeft verkregen als de aanvangs-
snelheid #ul is. De in die Z sekonden doorloopen weg wordt
dan door. § 7 #2 voorgesteld.

Eene rechtlijnige gelijkmatig versnellende beweging, die eene
aanvangs-snelheid ¢ en eene versnelling y heeft, kan men be-
schouwen als bestaande uit twee bewegingen, wier richtingen
samenvallen, en wel als eene gelijkmatige met eene snelheid ¢
en eene gelijkmatig versnellende met eene aanvangs-snelheid
nul en eene versnelling 7. Na ¢ sekonden zal dan de snelheid

1...... ct+ vyt
en de afgeloopen baan
2..... ct+ Lyt

zijn, in welke beide uitdrukkingen het bovenste of het onderste
teeken moet gekozen worden, al naarmate de oorspronkelijke
IL. '



2 § 1—2. Samenstelling van eene gelijkmatige

beweging geschiedt in eenen met de versnelling overeenkom-
stigen of in eenen aan haar tegenovergestelden zin.

2. Meer dan eene gelijkmatig versnellende beweging, die
een punt gelijktijdig heeft uit te voeren, kan men, als hunne
aanvangs-snelheid #niez nul is, altijd beschouwen als allen sa-
mengesteld op de in § 1 genoemde wijze. Echter zal in het
algemeen de richting van de aanvangs-snelheid niet met die
van de versnelling samenvallen. Zijn zij op de genoemde wijze
ontbonden, dan kan men de gelijkmatige met elkander, en de
gelijkmatig versnellende met eene aanvangs-snelheid #ul met
elkander, verbinden tot twee resulteerende bewegingen, waarvan
dan de eene gelijkmatig, de andere gelijkmatig versnellend zijn
zal. (I § 7—9). Is het daarenboven bekend, dat het punt,
onafhankelijk van de zooeven genoemde, nog een of meer
gelijkmatige bewegingen heeft te volgen, dan zal men deze met
de resulteerende van de uit de ontbinding voortgekomene gelijk-
matige bewegingen kunnen samenstellen tot eene.

Derhalve komt het samenstellen van gelijkmatige en gelijk-
matig versnellende bewegingen altijd neder op het samenstellen
van cene gelijkmatig versnellende met eene aanvangs-snelheid
nul en eene gelijkmatige, wier richting met die, van de eerst-
genoemde een hoek o maakt.

VX

Fig. 70.

Zij (Fig. 70) AX de richting van de gelijkmatig versnellende,




beweging met eene gelijkmatig versnellende. 3

A B die van de gelijkmatige beweging, y de versnelling in de
eerste, s de snelheid in de tweede richting. Ontbinden wij deze
in twee richtingen, waarvan de eene met die van de gelijk-
matig versnellende samenvalt en de andere daarop loodrecht
staat, dan zijn de ontbondenen volgens A X

a==scos. «
en volgens AY

b=—2sin. a.
Na ¢ sekonden is dus de geheele snelheid in de richting AX
3.... 0, =yt+a
en in de richting A Y

De in de eerstgenoemde richting in dien tijd afgelegde baan
zal door '

5... =1, +at

en de in de laatstgenoemde richting doorloopene door

worden voorgesteld.

Door voor ¢ achtereenvolgens verschillende waarden asn te
nemen, deze in de vergelijkingen (5) en (6) te substitueeren
en de overeenkomstige waarden AC en AD van 2 en y op
AX en AY uit te zetten, zal men van de baan zoovele pun-
ten E als men goedvindt kunnen construeeren. Elimineert men
echter ¢ tusschen die vergelijkingen, dan verkrijgt men een
onmiddellijk verband tusschen # en y, waardoor de gedaante
van de gansche baan wordt voorgesteld.

Deze eliminatie geeft de vergelijking

zij stelt eene kromme lijn - voor, die ten opzichte van de lijn
A X symmetriek zal zijn als men in die vergelijking a =10
- stelt. In dat geval toch wordt zij



4 § 8. Beweging langs eene parabool.

of = 28 2,

e
zoodat met elke waarde van x twee waarden van y overeen-
stemmen, die alleen in teeken verschillen. Zij is onder deze
gedaante de voorstelling van een parabool, wier as met de lijn
A X samenvalt.

Daar a=—2#cos. « is, sluit de vooronderstelling a —=0 deze
andere in zich, dat @ = 90° en dus =1+ is. Indien dus de
aanvangs-snelheid een rechten koek maakt met de richting van
de versnelling, is de baan een parabool wier top ligt
in het punt waar de gelijkmatig versnellende
beweging aanvangt, en wier as met de richting
van de versnelling samenvalt.

Omtrent hare gedaante leert de vergelijking (8), dat hare
kromming in de nabij den top gelegene punten toeneemt, naar-

. b2
mate de waarde van ?—7— afneemt. De met eene zelfde waarde

van z overeenkomende waarden van y toch, zullen des te
kleiner zijn, dat wil zeggen, de vorm van de parabool zal
des te meer gekromd =zijn, naarmate de waarde van dien
coéfficient kleiner is. Bij eene aanmerkelijke versnelling dus
en eene geringe aanvangs-snelheid zal de baan sterk ge-
kromd zijn.

3. Een punt dus dat eene gelijkmatig versnellende beweging
ontvangt in eene zekere richting, terwijl het reeds eene snel-
heid heeft, in eene richting die loodrecht is op de eerstge-
noemde, zal zich van den top der parabool af langs deze
kromme bewegen, en dus als het ware een van de takken dezer
kromme geheel doorloopen.

Uit de vergelijkingen (3—6) volgt, door in haar a—0 te
stellen, dat na ¢ sekonden de snelheden in de richtingen A X
en AY




§ 8. Beweging langs eene parabool. 5

12...... v, =0b

en de in die richtingen afgelegde banen
13..... e=1iye
14 ... .. y=0bt

zullen zijn.

Heeft bij den aanvang der versnelling het punt reeds eene
snelheid wier ontbondene in de richting der versmelling niet
nul is en met deze in teeken overeenkomi, heeft dus a eene
positieve waarde, dan zal het zijn alsof het punt A’ reeds
door den top A (Fig. 71) der parabool is gegaan. Om zijne

A
wl
-%‘F _ Y A
Y
Ly
B
Y
X
X
Yx
Fig. T1.

~ plaats te bepalen zal men slechts behoeven na te gaan, in hoe-
veel tijd een punt, als het met eene aanvangs-snelheid uit den
top vertrekt wier ontbondene in de richting A X #nul was,
door de versnelling alleen eene snelheid zal verkrijgen, wier
ontbondene in die zelfde richting @ is. Uit de vergelfjking (11)

blijkt, dat die tijd door t_—_% wordt voorgesteld; en door

substitutie van deze waarde in de vergel. (18) en (14), dat



6 § 4. Werking eener standvastige kracht.

.z"—a
—2
15 ... .. ,_ab
=7

de coordinaten van het punt zijn.

Maakt de aanvangs-snelheid met de versnelling een stompen
hoek, wversckilt dus kare omtbondene volgens A X met de ver-
snelling in teeken, dan zal het zijn alsof het punt A” den top
der parabool nog niet heeft bereikt. Om nu zijne plaats te be-
palen, zal het slechts noodig zijn te weten, hoeveel tijd er nog
verloopen moet eer die ontbondene der aanvangs-snelheid door
de werking der versnelling alleen zal zijn vernietigd. Daartoe

!

zal y¢— a’=0 moeten zijn, zoodat nu het punt za tzg-

sekonden den top bereikt en dus zijne codrdinaten:

a'?

=%

4

zijn.

In elk geval dus zal men met behulp van de vergelijkingen
(8), (15) en (16) den te doorloopen weg kunnen construeeren.
De door vergelijking (8) voorgestelde kromme toch stelt de
baan voor, die doorloopen zou worden als de aanvangs-snelheid
met de versnelling een rechten hoek maakte; zij kan in elk
geval geconstrueerd worden, zoodra de waarden van y en van
b gegeven zijn. Op deze kromme nu zal als in den aanvang
a eene positieve waarde heeft de baan Beginnen in het aan de
vergel. (14), en als a eene negatieve waarde heeft in het door
vergel. (16) bepaalde punt.

4. Vooronderstellen wij thans, dat op een stoffelijk punt

eene standvastige kracht werkt, een kracht dus wier

richting en intensiteit voortdurend dezelfde blijven. De toe-
name van de snelheid, waarmede het zich onder dien invloed
zal bewegen, zal aan den tijd evenredig zijn, m. a. w. (§ 4)

-~



§ 5. Vrije val. Val en beweging in de richting van de vertikaal. 7

het punt zal eene gelijkmatig versnellende beweging aannemen.
Beweegt het zich reeds met eene zekere snelheid op het oogen-
blik dat de standvastige kracht begint te werken, dan zal zijne
beweging de resulteerende zijn van deze gelijkmatige en de ge-
lijkmatig versnellende; het zal dus in het algemeen de kromme
lijn beschrijven, wier voornaamste eigenschappen wij in de
laatste § leerden kennen.

Die parabool zal in eene rechte lijn overgaan, wanneer het
bijzondere geval zich voordoet, dat de richting van de oor-
spronkelijke beweging samenvalt met die van de standvastige
kracht. Werkt deze tevens in den zin, waarin die oorspronke-
lijke beweging plaats heeft, dan is de rechtlijnige beweging
eene gelijkmatig versnellende. In het tegenovergestelde geval
zal zij eene gelijkmatig vertragende zijn, die, na den tijd ¢
waarvoor ¢ — y =0 is (vergel. 1) van teeken veranderende,
in eene tegenovergesteld gerichte gelijkmatig versnellende over-
gaat.

5. Eene standvastige kracht als de zooeven genoemde is de
aantrekking, die de aarde op de lichamen aan hare oppervlakte
uitoefent. (I. § 36). Laten wij dus de werking van alle andere
oorzaken van beweging of verandering in beweging buiten reke-
ning, dan zal, overeenkomstig met het in de vorige § gezegde,
ten gevolge van hare werking het zwaartepunt van eenig
lichaam, dat bij den aanvang dier werking zich reeds met
zekere snelheid beweegt, in het algemeen eene parabool be-
schrijven. Maakt de oorspronkelijke beweging een rechten hoek
met de vertikaal van het zwaartepunt, dan zal dit den neer-
gaanden tak van die kromme van den top af doorloopen, ter-
wijl- het zich of slechts langs een gedeelte van dien tak, of
langs een gedeelte van den opgaanden en langs den geheelen
neergaanden tak zal bewegen, al naarmate die oorspronkelijke
beweging met de richting waarin het lichaam wordt aangetrok-
ken een scherpen of stompen hoek maakt (§ 3).

Is het lichaam in rust als de versnelling begint — vrije
val — of valt de richting van de beweging, die het dan

reeds heeft, samen met de vertikaal van zijn zwaartepunt, dan



8  §5. Vrije val. Val en beweging in de richting van de vertikaal.

zal dit zich. voortdurend op die vertikaal blijven bewegen. In
het laatste geval zal deze beweging versnellend of vertragend
zijn, al naarmate het zich in den aanvang van de aarde of
naar de aarde bewoog.

Noemen wij nu weder (I. § 11) de versnelling, die in het
luchtledige de aantrekkingskracht aan de lichamen mededeelt,
g(9g=9.812...) dan zal een lichaam, dat vrij valt, na ¢
sekonden eene snelheid

17 . .. .o o s—=ygt?

zal doorloopen.
Uit de vergelijkingen (17) en (18) volgen deze twee

de eerste leert welke snelheid een lichaam heeft als het van
eene hoogte % is gevallen, de tweede van welke hoogte het
vallen moet om eene bepaalde snelheid s te verkrijgen.

Wordt een lichaam in de richting van de vertikaal naar
boven geworpen door eene kracht, die het eene snelheid a geeft,
dan zal het stijgen gedurende den tijd Z, die aan de verge-
lijking '

a—gt=0
- voldoet, en daarbij eene hoogte

A=—1. L&
g
bereiken boven het punt van uitgang. Voor eene waarde van ¢,

die grooter is dan —:;—, is de snelheid negatief; dus zal het

lichaam na den tijd ? weder vallen, en, volgens vergel. (19)

in het punt van uitgang terugkomen met eene snelheid




§ 6. Beweging van lichamen die in schuinsche richting worden geworpen. 9

22
20 . .. .. 8_—\/29.——_—a,
%9

dat wil zeggen, met dezelfde snelheid, als waarmede het dat
punt heeft verlaten.

Nauwkenrige proeven leverden uitkomsten op, die geheel met deze bere-
keningen overeenstcmmien; zij bevestigen daardoor de hypothese, waarvan bij
die berekening is uitgegaan, de hypothese namelijk, dat de aantrekking
der aarde eene standvastige kracht is.

Hellend vlak van GALILEL.

Valmachine van ATTwooD.

6. Vooronderstellen wij thans, dat een lichaam door een
horizontaal werkende krackt in de ruimte wordt geworpen met
eene snelheid s.

Na ¢ sekonden zal dit lichaam in vertikale richting (vergel.
11) eene snelheid

v, =gt
en in horizontale richting eene snelheid
v,=0=—3s

hebben verkregen. De resultante van beide snelheden zal dan door

Ny
worden voorgesteld, terwijl de grootte van den hoek, dien de
richting van de beweging met die van de werking der aan-
trekkingskracht maakt, door de vergelijking
8
: A tang.azﬁ
wordt bepaald. A
Uit de vergel. (13) en (14) volgt verder, dat het lichaam
na ¢ sekonden tot op eenen afstand
z=1lgt
beneden het punt van uitgang zal gedaald zijn, terwijl het
daarvan in horizontale richting tot op eenen afstand
y=—st
zal zijn gekomen.
Wordt het lichaam sckuins naar bemeden geworpen met eene



10 § 6. Beweging van lichamen die in eene

snelheid s en in eene richting, die met de richting waarin de
zwaartekracht werkt den scherpen hoek « maakt, dan zal het
na ¢ sekonden eene snelheid

\/ vt + 0,2
hebben in eene richting, wier helling ten opzichte van de
richting der vertikaal door
v
tang. a = -
ang. « .
wordt bepaald. In dit geval echter zal
v,=gt+ 8Cos «
en
v, == 8 8in. «
zijn, in welke vergelijkingen dan cos. « en sin. « beiden posi;
tief zijn. Daarbij zal het beneden het punt van uitgang gedaald
zijn tot op eenen afstand (vergel. 5)

x=1L1gt*+scosa.t,
terwijl het (vergel. 6) in horizontale richting op eenen afstand
y—ssin.a.t

van dat punt zal zijn verwijderd.

Wordt eindelijk het lichaam scZwins naar boven geworpen
met eene snelheid s, en wel 266 dat die meegedeelde beweging
een stompen hoek o maakt met de richting waarin het door
de aarde wordt aangetrokken, dan zullen nog de zooeven ge-
noemde vergelijkingen gelden. Echter zullen dan van de in
haar voorkomende grootheden cos. « en siz. o de eerste negatief
de laatste positief zijn.

In horizontale richting heeft dus de snelheid van het lichaam
steeds de positieve waarde

v, == 8. 8in. «;
zijne snelheid in de richting van de vertikaal echter, die, als
wij het teeken van cos. « reeds dadelijk in rekening brengen,
V=g l-—8.c08 «

tot uitdrukking heeft, zal negatief zijn tot op het oogenblik




schuinsche richting worden geworpen. 11

dat g¢=—scos.« wordt. De resulteerende snelheid, die door

+ Vv, + v,> wordt voorgesteld, is eene absolute grootheid,
zoodat van de beide teekens, die de wortelgrootheid toekomen,
steeds het bovenste moet genomen worden. De hoek echter,
dien de richting van de beweging met die van de zwaartekracht
maakt, zal eene positieve of negatieve tangens hebben d. w.

z. scherp of stomp zijn al naarmate t> of <?8coc @ is.

De waarde van die tangens toch wordt door si bepaald.
L

De in horizontale en vertikale richting ontbondenen van de
baan zijn
y—s .8in.a.t

en
x=1gt*—scos.a.t=1t(}gt—scos «):

uit de laatste volgt, dat het lichaam boven het punt van uit-

gang zal liggen zoo lang t<2”08'a is, terwijl het, als
= ?L'%ﬂ‘ wordt, weder met dat punt in hetzelfde hori-

tale vlak ligt.
Wordt dus een lichaam van den bodem schuins naar boven
2 8co08. «

geworpen, dan zal het na den tijd dien bodem we-

derom bereiken, en dit zal plaats hebben in een punt, dat op
een afstand '

28 8
2l . .. y=—3in. ¢ Co8. «c = — sin. 2 «

van het punt van uitgang is verwijderd.

De in deze vergelijking voorkomende hoek « is, daar het
teeken van cos. « reeds boven is in rekening gebracht, de
scherpe hoek, dien de richting van de oorspronkelijke beweging
maakt met de richting, tegenovergesteld aan die waarin het
lichaam door de aarde wordt aangetrokken. Deze hoek is van
de helling der oorspronkelijke beweging ten opzichte van den



12 Voorbeelden.

horizon het complement. Toch zal de vergel. (21), daar in
haar tweede lid zoowel cos. @ als siz. a als factoren voorkomen,
evenzeer voor dezen hoek gelden als voor den eerstgenoemde.
Daar nu dat laatste lid zoo groot mogelijk wordt als 2 «=—=190°
is, zal een lichaam, dat schuins wordt opgeworpen, zoo ver
mogelijk van het uitgangspunt neerkomen, wanneer de oor-
spronkelijke beweging een hoek van 45° maakt met den hori-
zon. Daar verder sin. (90° + ) en sin. (90° — () in waarde
en teeken overeenkomen, zal de afstand waarop het lichaam
neerkomt bij eene helling van 45 + 7 graden even groot zijn
als bij eene helling van 45 — » graden.

Voorbeelden.

1. Een lichaam legt met gelijkmatig versnellende beweging in 10 sekonden
ecn baan af van 500 meters; welke versnelling (y) heeft het en hoe groot
is zijne snelheid (s) aan het einde van zijn baan?

Antw. y = 10 meters.

§ = 100 meters.

2. Welke eindsnelheid (s) heeft een lichaam, als het van eene hoogte van
100 meters is gevallen, en in hoeveel tijd (7) is het beneden?

Antw. s = 44.3 meters ongeveer.

t = 4.5 sekonden ruim.

3. Welke zouden in het vorige vraagstuk de waarden van s en ¢ zijn, als
het lichaam eene aanvangs-snelheid van 10 meters had gehad?

Antw, s = 45.4 meters ruim.

t = 3.6 sekonden ruim.

4. Wanneer een lichaam met eene aanvangs-snelheid van 50 meters verti-
kaal opwaarts geworpen wordt, welke hoogte (%) zal het dan “bereiken, en
welke snelheid (s) zal het hebben op eene hoogte van 96 meters?

Antw. £ = 127.35 meters.

s = 24.88 meters.

5. Een steen valt van eene hoogte en 3 sekonden later wordt met eene
suclheid van 40 meters hem een andere achterna geworpen; na hoeveel tijd
(¢) zal deze den eersten steen inhalen?

Auntw. Na 4.2 sekonden ongeveer.

6. Twee punten liggen in dezelfde vertikaal, het eene 30 meters lager
dan het andere. Uit het hoogste punt valt een lichaam en 1 sekonde later
een uit het laagste punt. Na hoeveel tijd wordt dit door het eerste inge-
haald ?

Antw. Na 2.56 sekonden.

7. De gewichten eener valmachine van ATTWOOD wegen elk 99 decagr.
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en het overwicht 2 decagr. Hoe groot is de versnelling (') waarmede dit

laatste zal vallen?

Antw. g = 0.09812.

8. Een lichaam wordt schuins naar boven geworpen met eene snelheid
van 24 meters en in eene richting die een hoek van 30° met den horizon
maakt. Op welken afstand (y) van het punt van uitgang zal het weder den
bodem bereiken en welke is de grootste afstand (y..), waarop men het bij de
gegevene aanvangs-snelheid zou kuncen werpen?

Antw. y = 50.78 meters ongeveer.

Ym = 58.7 meters ruim.

7. Bij alle onze beschouwingen en berekeningen kenden wij
steeds aan g dezelfde waarde toe, de waarde namelijk die
deze versnelling op onze breedte heeft aan de oppervlakte der
zee. Deze grootheid nu die zelf evenredig is met de groote van
de aantrekking, die de aarde op de vallende lichamen uitoefent,
is daardoor rechtstreeks evenredig met de massa van dat hemel-
lichaam en omgekeerd evenredig met de tweede machten der
afstanden, waarop zich de vallende lichamen van zijn middel-
punt bevinden. Want, schoon de aantrekkingskracht ook met
de massa’s dezer lichamen zelve rechtstreeks evenredig is, zal
men lichtelijk inzien, dat deze omstandigheid op de grootte van
hunne versnelling niet van invloed zijn kan.

Noemen wij dus de massa van de aarde m, hare straal 7, de
grootte van de versnelling aan hare oppervlakte g, en stellen
wij de overeenkomstige waarden, in zooverre zij op eenig ander
hemellichaam betrekking hebben, door M, R en ¢’ voor, dan
zal aan de opperviakte van dit hemellichaam

_ M2
ey
zijn.
Is % de hoogte waarop zich op onze breedte een lichaam
boven de opperviakte der zee bevindt dan zal de versnelling
van dat lichaam als het begint te vallen

72
N9 Gy
zijn. Met betrekking tot de grootte van r — ongeveer 860

D. G. mijlen — zijn de waarden, die £ heeft in de boven door
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ons opgegeven voorbeelden zeer gering; daar mochten wij dus
inderdaad ¢ als gedurende den ganschen val standvastig aan-
nemen. Anders echter zon het zijn, wanneer wij vooronderstel-
den dat het lichaam bij dien val eene hoogte van eene D. G.
mijl had te doorloopen. Dan toch zou de versnelling in den
860 2
861
9.812... meters bedragen. De eerstgenoemde waarde zal dus
g hebben op den top van een berg die eene Duitsche geogra-
phische mijl hoog is en op onze breedte gelegen. En dezelfde
waarde zou die grootheid ook hebben op de plaatsen der aarde,
die zooveel nader aan den aequator liggen, dat hunne afstand
tot het middelpunt der aarde D. G. mijl meer bedraagt dan de
onze, indien niet nog eene andere oorzaak de waarde van de
versnelling der vallende lichamen op verschillende breedten met
deze breedten deed veranderen.

Voorbeelden.

9. Met welke versnelling (¢') zou de maan, indien zij niet nog eene andere
beweging had, op de aarde vallen in de eerste sekonde van haren val?

(De afstand v. d. maan tot het middelpunt der aarde is ongeveer gelijk
aan 60 maal den straal van de aarde).

Antw. g’ = 0.0027 meters.

10. Hoe groot is de versnelling (g') aan de oppervlakie van de zon?

(Massa der zon = 855000 X massa v. d. aarde.

Straal v. d. zon =110 X straal v. d. aarde).

Antw. g° = 288 meters.

aanvang 9.812... ( —9.789... meters en aan het einde

8. Wanneer op een stoffelijk punt, als het reeds eene zekere
beweging heeft, een kracht z66 werken gaat, dat hare richting
met die van de oorspronkelijke beweging een rechten hoek
maakt, dan zal daardoor wel de richting waarin maar niet de
snelheid waarmede dat punt zich beweegt, worden veranderd.
Zoo zagen wij bijv. dat op de parabool de beweging links van
den top eene vertragende rechts van den top echter eene ver-
snellende was, dat dus in den top zelf, waar de vertragende
in eene versnellende overgaat, de snelheid een oogenblik con-
stant is. En juist in dien top is de werking van de kracht
loodrecht op de richting van de beweging.
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. Ten gevolge nu van die werking zal het punt zich met de-
zelfde snelheid blijven bewegen, maar in eene richting, die met
de oorspronkelijke een hoek o« maakt, wiens grootte afhangt
van de grootte van de kracht en van die snelheid zelve. Houdt
de kracht dadelijk op te werken, dan zal het punt in die ge-
wijzigde richting blijven voortgaan. Maar vooronderstel dat na
eenigen tijd dezelfde kracht wederom gedurende een oogenblik
werkt in eene richting loodrecht op de dan plaats grijpende
beweging, dan zal deze wederom langs éen baan, die met de
reeds gewijzigde een hoek « maakt, worden voortgezet met eene
snelheid gelijk aan de oorspronkelijke. Herhaalt zich nu de -
werking van diezelfde kracht met gelijke tusschenpoozen, dan
zal het punt den omtrek van een regelmatigen veelhoek met
gelijkmatige snelheid doorloopen, en dit zal nog zoo zijn al
worden die tusschenpoozen ook nog zoo klein genomen. De
regelmatige veelhoek nu zal met het afnemen dier tijdsruimten
hoe langer zoo meer tot een cirkel en de bij tusschenpoozen
werkende kracht hoe langer zoo meer tot eene standvastige
kracht naderen, wier richting voortdurend met de raaklijn van
dien cirkel een rechten hoek maakt. ‘

Wanneer dus een stoffelijk punt, dat met ze-
kere snelheid zich beweegt, komt onder den
invloed van eene standvastige kracht, wier wer-
king van een bepaald centrum uitgaat en steeds
loodrecht blijft op de baan van het punt, dan
zal dit met gelijkmatige snelheid een cirkel om
dat centrum beschrijven.

Werd de oorspronkelijke snelheid van het punt, de snelheid
dus in de richting van de raaklijn, plotseling vernietigd, dan
zou het door deze kracht, die men de Centripetaalkracht
noemt, naar het middelpunt worden getrokken, en zich daar-
heen bewegen met eene gelijkmatige versnelling. Dit middelpunt
zelf zal eene even groote reactie, dus eene trekking naar den
cirkelomtrek ondervinden; aan deze heeft men den naam Cen-
trifugaalkracht gegeven. Houdt de standvastige kracht
op te werken dan houdt gelijktijdig hare reactie op te bestaan,
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en het lichaam zal zich in richting van de raaklijn van het
middelpunt verwijderen.

Beschouwt men de beweging van eene planeet om de zon als het gevolg
van de steeds van deze uitgaande aantrekkingskracht, dan zal de in tegen-
overgestelden zin werkende aantrekking van de planeet de reactie of centrifu-
gaalkracht zijn. Beschouwde men beide deze krachten als werkende op de
planeet, dan zou, daar beide elkander noodzakelijk opheffen, de eenige reden
waarom de baan cirkelvormig is ophouden te bestaan.

Indien omgekeerd een stoffelijk punt door eenige andere
oorzaak gedwongen wordt met gelijkmatige snelheid een cirkel
te beschrijven, dan zal nog altijd de kromming van de baan
zich voordoen als het gevolg van de werking eener standvastige
kracht, wier richting steeds door het middelpunt gaat. In dit
geval echter zal de reactie of centrifugaalkracht op het stoffe-
lijk punt zelf kunnen werken.

Beschrijft bijv. een lichaam eene cirkclvormige baan, terwijl bet door een
koord met het middelpunt is verbonden, dan zal men kunuen berekenen
welke van dit punt uitgaande standvastige kracht er noodig zou ziju, om het
met dezelfde snelheid een even grooten cirkel te doen dourloopen. Met die
kracht zal het door het koord naar het middelpunt worden getrokken (cen-
tripetaalkracht) terwijl het zelf met even groote kracht (centrifugaalkracht)
door middel van het koord het middelpunt paar zich zal trekken. Beide
krachten zijn met elkander in evenwicht en bepalen de spanping van het
koord; men zal ze echter in een willekeurig punt kuunen doen aangrijpen.

Doorloopt iemand met gelijkmatige snelheid een cirkel, dan dringt hij,
schoon onbewust, zijn eigen lichaam voortdurend met ecne standvastige kracht
naar het middelpunt (centripetaalkracht) wier grootte men kan berekenen.
Hij zou dien zelfden cirkel doorloopen als hij zelf steeds met dezelfde snel-
heid vooruit liep en door een ander met de geuvemde kracht voortdurend
naar hct middelpunt geduwd werd. Maar dan zou hij op dezen persoon ook
eene even groote tegendrukking (centrifugaalkracht) nitoefenem, en deze zelfde
reactie ondervindt zijn eigen lichaam als hij door eigen inspavning voortdu-
rend op den cirkel blijft. Wordt het moment dezer reactie, ten opzichte van
den buitenkant zijner ondersteunings-vlakte grooter dan dat van ziju gewicht,
dan zal hij omvallen met het hoofd buitenwaarts.

De grootte van de standvastige kracht, die de eenheid van
massa met eene standvastige snelheid s een cirkel doet door-
loopen, wiens straal r is, zal van s en 7 afhankelijk moeten
zijn. Om de vergelijking te vinden, die deze afhankelijkheid
uitdrukt, nemen wij aan, dat het punt in den tijd ¢ den boog
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A B =1 (Fig. 72) doorloopt onder den invloed van een stand-
vastige kracht, die alleen werkende aan de eenheid van massa
een versnelling 7 zou mede-
deelen. Had zij gedurende ¢
sekonden, evenwijdig met
AM werkende, het punt
slechts van A naar B ge-l
voerd, dan zou (vergel. 13)

__ (koorde AB)?
- 2r

AC=ir2?

de vergelijking zijn, waaruit
de grootte » van hare wer-
king op de eenheid van
massa kon worden afgeleid.
Deze vergelijking is echter met geldig zoolang ¢ eene eindige
waarde heeft, want gedurende dien tijd blijft de richting der
kracht niet onveranderd, daar zij steeds door het punt M gaat.
Toch wordt zij meer en meer eecne ware vergelijking naarmate
¢ kleiner wordt; naar die mate toch naderen de beide uiterste
richtingen der kracht tot de evenwijdigheid. Zij zal dus gelden
wanneer ¢ zoo klein wordt, dat de lengten van Zoorde AB en
van boog A B niet verschillen.
Tn dat geval wordt zij

__ (boog A B)? A

Fig. 72.

rre= 2r =2_;
waaruit volgt:
1
T=E T

De breuk % echter heeft gedurende de gansche beweging

dezelfde waarde als gedurende dat eerste tijdsdeeltje: de bewe-
ging toch is eene gelijkmatige en die breuk hare snelheid.
Derhalve zal

s A 2
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de voortdurend op de eenheid van massa werkende kracht zijn.
Heeft het stoffelijk punt een massa =, dan is

de grootte van de centripetaalkracht die er op werkt en dus
‘ook van de in tegenovergestelde richting op het punt M wer-
kende centrifugaalkracht.

Uit de vergel. (22) blijkt:

10 dat indien men eenige lichamen, die even zwaar zijn,
met dezelfde snelheid verschillende cirkels doet doorloopen, de
daarmede overeenkomstige centripetaalkrachten, en dus ook hare
reactién de centrifugaalkrachten, met de stralen dier cirkels
omgekeerd evenredig zijn;

20 dat, indien men lichamen, die een verschillend gewicht
hebben, met dezelfde snelheid denzelfden cirkel doet doorloo-
pen, beide krachten evenredig met de massa’s zijn zullen;

30 dat, wanneer dvor lichamen, die even zwaar zijn, den-
zelfden cirkel met verschillende snelheden worden doorloopen,
de op hen werkende centrifugaalkrachten evenredig zijn met de
tweede machten der snelheden.

Men kan de grootte van de centrifugaalkracht nog onder
eene andere gedaante, dan de in vergel. 22 voorgestelde, bren-
gen. Men kan namelijk de snelheid in plaats van door den
boog ¢, die in de eenheid van tijd wordt doorloopen, door
den hoek ® voorstellen, dien deze boog onderspant. Van een
cirkel, wiens omtmk zich zelf zoo beweegt dat een punt daar-
van cene snelheid s heeft, zal dan de straal in eene sekonde .
den hoek w gedraaid zijn en die in de eenheid van tijd door-
loopen hoek de hoeksnelheid voorstellen. Neemt men nu
als eenheid van hoeksnelheid den hoek aan, die doorloopen
wordt als een punt van den omtrek een boog doorloopt wiens
lengte aan den straal gelijk is, dan zal het getal dat de hoek-
snelheid uitdrukt
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zijn. Substitueert men de uit haar voortvloeiende waarde van &
in de vergel. (22) dan wordt zij

K=muw?r.

9. Zooals bekend is beweegt zich de aarde. in ongeveer
vierentwintig uren, of, meer nauwkeurig, in 86164 sekonden
om hare as. Noemen wij den afstand, waarop zich eenig punt
van hare oppervlakte van die as bevindt R, dan zal dat punt
in dien tijd gedwongen zijn den cirkel te beschrijven, wiens
omtrek door 27 R wordt voorgesteld. Zijne snelheid zal dus
2nR
86164

en de op hem werkende centrifugaalkracht

472R
= m
(86164

zijn, als m zijne massa voorstelt.

Daar aan de polen R=—0 is zal op een punt, dat zich daar
bevindt, die kracht niet werken. Onder den aequator, waar die
afstand zijne grootste waarde bereikt, zal zij zoo groot moge-
lijk zijn en wel omdat daar 2 w R=—40000000 meters is, door

2
K—s—gm

worden voorgesteld.

Werd een punt onder den aequator, waaraan in de richting
van de rasklijn eene snelheid was gegeven gelijk aan zijne
tegenwoordige, naar het middelpunt van de aarde getrokken
. door een standvastige kracht, die alleen werkende aan de een-
heid van massa eene versnelling van -2%; meters mededeelde,
dan zou dit punt met dezelfde snelheid den omtrek der aarde
doorloopen, en de reactie dier kracht zou dan op het middel-
punt werken. Thans, nu het door andere oorzaken wordt ge-
dwongen dien cirkel te beschrijven, werkt zij op het stoffelijk
punt zelf, en wel z66, dat zij onder den aequator de werking
der zwaartekracht rechtstreeks tegenwerkt. Is dus ¢’ de ver-
snelling, die een lichaam zou ondervinden als het onder den
aequator op eene niet drasiende aarde nederviel, en g de ver-
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evenzoo den hoek $ maakt, de werking van de zwaartekracht
door haren invloed eene vermindering

4m2Rcos2f m
(861642

dus eene aan de tweede macht van den cosinus
der breedte evenredige vermindering, ondergaat.
Deze was het, waarop wij aan het einde van § 7 doelden.
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massa met de tweede macht van de snelheid
heeft. Aan dit product heeft men den naam van levendige
kracht gegeven.
' Vooronderstelt men dus, dat het stoffelijk punt valt door de werking van
de zwaartekracht, en dat het op zekere hoogte cene snelheld a en eenigen
tijd daarna eene snelheid s heeft, dan zal in dien tijd de aantrekkingskracht
mal

m st
id — —
een arbei ) 3

hebben verricht.

De vergelijking (24), die is opgemaakt in de vooronderstel-
ling dat de beweging een gelijkmatig versnellende is, geldt

evenzeer als zij een gelijkmatig vertragende en dus s <a en
2 2
ook % < m_z_a wordt. In dit geval werkt de kracht de oor-
spronkelijke beweging tegen, geschiedt dus de verplaatsing in
eene richting tegenovergesteld aan die van de kracht, zoodat
ook de arbeid (I. § 72) negatief
ms: ma®

—K="_ "

) 2 2
is.

In den tijd ¢# wordt dan een weerstands-arbeid — K Z over-
wonnen, maar daarbij daalt dan ook de levendige kracht van
;mTaz tot ”‘Tﬁ. Onder deze gedaante doet dus onze vergelijking
zien, dat een massa, die in beweging is, kan worden gebezigd
tot het overwinnen van een weerstand en tevens dat naarmate
er weerstands-arbeid wordt overwonnen er levendige kracht ver-
loren gaat.

Wordt s—0, dan is

m a®

—Kl=_"%
K 2
en dus de verrichtte arbeid gelijk aan de nu geheel vernietigde
levendl'ge kracht.
2
Aan het product m—;— geeft men ook wel eens den naam

van arbeids-vermogen en wel dien van arbeids-vermogen
van beweging om het te onderscheiden van het arbeids-
vermogen van plaats. Dit laatste verschilt van het pro-
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duct, dat wij steeds arbeid noemden, alleen in zooverre, dat de
daarin voorkomende factor Z niet de door eenig lichaam onder
den invloed van een kracht werkelijk doorloopen weg voorstelt,
maar den weg dien het door zijn bijzondere plaatsing onder
dien inviloed #az doorloopen. Zoo opgevat stelt dan ook
dit product inderdaad een arbeids-vermogen voor. Een ge-
wicht van G kil, bij voorbeeld, dat zich op eene hoogte %
bevindt, kan ten gevolge van die plaatsing een arbeid G 4 ver-
richten bij zijn val; bevond het zich 7 meters hooger, dan zou
zijn arbeids-vermogen ook G/ arbeids-eenheden meer bedragen.
Als men een boog spant door een kracht K, die het midden
van de pees ! lengte-eenheden brengt wit zijn stand van even-
wicht, dan zal deze door die bijzondere plaatsing alleen een
arbeids-vermogen K ? bezitten.

Op deze wijze opgevat is de vergelijking (24) de meest een-
voudige uitdrukking van het belangrijk beginsel dat men het
behoud van arbeids-vermogen noemt. Zij toch leert —

in het geval dat #>>a is, — dat het arbeids-vermogen van
plaats afneemt naarmate dat van beweging toeneemt, en omge-
keerd — als s < a is — dat het arbeids-vermogen van plaats

toeneemt, naarmate dat van beweging afneemt. In het eerste
geval toch wordt, terwijl bij eene beweging in de richting van

2
de kracht het product ”% toeneemt, de weg, dien de kracht

de massa nog /an doen doorloopen, in elk geval I lengte-
eenheden kleiner. In het laatste daarentegen neemt het product
af; maar, aangezien de massa zich daarbij beweegt in eene
richting tegenovergesteld aan die waarin de kracht werkt, Zan
deze haar ook weder een baan doen doorloopen die Z lengte-
eenheden langer is dan te voren.

Een stoffeliik punt wiens gewicht G kil. bedraagt en dat Z meters hoog
zich bevindt heeft een arbeids-vermogen G 2. Terwijl het valt neemt dit ar-
beids-vermogen van plaats voortdurend af, maar gelijktijdig wast dat van

2
beweging van nul tot ?21 aan. Komt het neér, dan is

m a?
T_Gl.v
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Als men dus eene kleine massa zeer hoog ophijscht, zal het effect,
door het nefrkomen verooraakt, niet grooter zijn dan wanneer men eene
n-maal grootere massa tot eene #-maal kleinere hoogte had opgevoerd.
De grootte toch van dit effect wordt steeds door het produet G2 voor-
gestell. Eene tegenovergestelde opvatting zou zoowel door den vorm

3
van het product ’% als door den naam levendige krac/¢, die men daaraan

heeft gegeven, lichtelijk worden begunstigd. Daar evenwel van eene met de
gelijkmatige snelheid & zich bewegende massa m, — waarop dus of geene
krachten werken of krachten die in evenwicht ziju — de levendige kracht

evenzoo %’ is, moet elke gedachte aan eene door dit product voorgestelde

en op de massa werkende vrije kracht nitgo;loten worden.
Daar het arbeids-vermogen van de-massa als zij neérkomt G 7 is, en men
juist een even grooten arbeid zal moeten verrichten om hem tot de hoogte
? op te voeren, wordt ook bij deze wijze van krachts-aanwending aan arbeid
niets gewonnen.
Wat wij omtrent het behoud van arbeids-vermogen gezegd
hebben, in het geval dat de baan van het stoffelijk punt sa-
. menviel met de richting waarin de kracht werkt, geldt nog
wanneer aan die voorwaarde niet is voldaan. Zij bij voorbeeld
gegeven, dat de aanvangs-snelheid een willekeurigen hoek maakt
met deze richting, dan kunnen wij haar steeds ontbinden in
twee onderling loodrechte, en wel zoo dat de richting van de
eene met die van de kracht samenvalt. Is & de grootte van
deze ontbondene en s de snelheid van het punt na den tijd
£, dan geldt voor deze beweging in de richting der kracht de
vergelijking (24)
ms*  ma?

Kl=———

die, van dezelfde gegevens uitgaande, is opgemaakt. Noemen
wij de ontbondene in de andere richting &, dan zal zij, daar
in die richting de beweging eene gelijkmatige moet zijn, na ¢
sekonden nog & zijn.

Voor deze beweging geldt dus de vergelijking

Telt men beide vergelijkingen bij elkander op, daarbij be-
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denkende dat a2 4+ 62 = wv,2 en s + b2 =—0? is, als vy en v
~ de geheele snelheid in de heide uiteinden der baan voorstellen,

dan komt er
mvt  m oyl

Kl=m=——— .
2 2

Daar in het hier vooronderstelde geval het punt in 't alge-
meen een parabool zal beschrijven, geldt dus het beginsel van
het behoud van arbeids-vermogen ook bij die kromlijnige be-
weging.

Valt het punt door de werking van de zwaartekracht en is
zijn massa m, dan zal m g die kracht en dus

mv:  mo,?

myh=——7

of
v p,?
=g T

zijn, als 2 de projectie is van de baan op de richting van de
kracht. Voor de grootte en de snelheid in een punt, dat 4
meters lager ligt dan het punt van uitgang, geldt dus de ver-
gelijking

v= \/ vo: + 2 g A

Uit haar blijkt, dat die snelheid, daar zij van den vertikalen
afstand der punten en van de aanvangs-snelheid alleen afhangt,
onafhankelijk is van den weg waar langs de massa van het
eene naar het andere punt is gekomen. Het moge dadelijk ge-
daald of eerst gestegen en daarna gedaald zijn, wanneer in
die beide gevallen het evenveel lager zal zijn gekomen en
dezelfde aanvangs-snelheid Kad, zal ook de snelheid aan het
einde dezelfde zijn.

Als men in deze vergelijking A=0 stelt volgt uit haar
v==v,. Voor een schuins in de hoogte geworpen massa geldt
dus ook de waarheid, die wij boven voor een in de richting
van de vertikaal opgeworpene bewezen, dat zij in het vlak
waarin het punt van uitgang ligt terugkomt met een snelheid
gelijk aan die, waarmede zij dat punt verliet. Daar deze voor-
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onderstelling tevens m g #=—=0 maakt, zal de totale arbeid die
gedurende de beweging is verricht, nuZ zijn; het arbeids-ver-
mogen van beweging is bij het stijgen geheel omgezet in arbeids-
vermogen van plaats, en dit laatste is, terwijl het punt den
.meergaanden tak der parabool doorliep, weder in arbeids-ver-
mogen van beweging veranderd.

Daar de richting van de centrifugaalkracht steeds loodrecht
is op de baan van het stoffelijk punt, dat zich langs den
omtrek van een cirkel beweegt, zal de arbeid van die kracht
‘nul zijn. '

11. Het beginsel, welks geldigheid wij in de vorige § be-
wezen voor het geval dat een stoffelijk punt zich beweegt onder
den invloed van een standvastige kracht, geldt ook nog als
die kracht veranderlijk is. Wij kunnen ons toch voorstellen,
dat de tijd ¢, gedurende welke zij werkt in zoo kleine deel-
tjes verdeeld is, dat zij gedurende een van die tijdsdeeltjes
dezelfde blijft. Gedurende elk dier deeltjes is dan de door de
kracht verrichtte arbeid gelijk asn de toename van de levendige
kracht van het punt; dus is zij daaraan ook gelijk gedurende
de gansche beweging, die in de som dier tijdsdeeltjes wordt
unitgevoerd.

Daarenboven is alles, wat omtrent het behoud van arbeids-
vermogen bij de beweging van een stoffelijk punt is afgeleid,
van toepassing op de beweging van een willekeurig lichaam,
wanneer wij dit, evenals vroeger, voorloopig beschouwen als
te bestaan uit een groot asntal op onveranderlijke wijze aan
elkander verbonden stoffelijke punten. Dit verband bestaat door
de werking der zoogenaamde inwendige krachten, die
de aan elkander grenzende punten wederkeerig uitoefenen. Be-
weegt zich een lichaam evenwijdig aan zich zelf, dus zonder
te draaien, dan zullen de projectién van de banen van twee
punten op de richting van de hen verbindende kracht gelijk zijn.
Volgens de vooronderstelling toch, zijn zij op onveranderlijke
wijze aan elkander verbonden, zoodat zij ten opzichte van
elkander zich niet bewegen. Daarenboven is de richting van de
kracht, die het eene punt op het andere uitoefent, lijnrecht
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tegenovergesteld (I. § 19) aan die van de kracht, waarmede dit

laatste op het eerste terugwerkt, terwijl beide in grootte aan

elkander gelijk zijn. De absolute grootte van den arbeid, die

beide verrichten, is dus dezelfde. Daar de krachten echter in

tegenovergestelden zin werken, zal, als de arbeid van de eemne .
positief is, die van de andere negatief, en dus de som van

beide nul zijn.

Evenzoo zal die arbeid nul zijn als het eene punt draait om
het andere. De arbeid van de kracht, die op het laatstgenoemde
werkt, is nul omdat dit zich niet beweegt, en die van de op
het eerstgenoemde werkende omdat de kracht steeds loodrecht
op de baan is.

Daar men nu elke willekeurige beweging van een lichaam
kan beschouwen als de resultante van eene ronddrasiende en
eene die gelijktijdig plaats heeft, en waarbij het evenwijdig aan
zich zelf wordt verplaatst, zal in het algemeen de som van
de arbeids-eenheden, die de inwendige krach-
ten verrichten, nul zijn.

Noemen wij nu den arbeid van de resultante der uitwendig
op een zijner punten werkende krachten A en die van de in-
wendig daarop werkende A’, dan zal in het algemeen voor dit
punt de vergelijking

ms® ma? ,
7 g —AtA

gelden. Voor de op alle punten werkende krachten zal dus
m 8% m a* ,
*(F) = (F)=2w+w)
of, daar X (A") =0 is,
m s? m a® 8
*(F) -2 (F)==2w
zijn.

De toename van de levendige kracht is dus
bij de willekeurige beweging van een lichaam
steeds gelijk aan den arbeid van alle van bui-
ten daarop werkende krachten.
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12. De grootte van de levendige kracht van een lichaam,
dat eene ronddrasiende beweging heeft om een as, is moeie-
lijker te bepalen dan die van een lichaam, dat evenwijdig aan
zich zelf zich beweegt. Terwijl in laatstgenoemd geval alle
punten dezelfde snelheid hebben, neemt deze in het eerstge-
noemde toe met den afstand, waarop zich een punt van die as
bevindt. Is toch w de hoeksnelheid dan is (§ 8) de snelheid
van een punt, dat zich op een afstand » van die as bevindt,
s=rw, die van een punt wiens afstand #' meters bedraagt
& =1 w, enz; zoodat, als van het eene punt de levendige

2 o2
2l zijn. De

2 22
kracht 27 %

is, die van het andere

levendige kracht van het geheele lichaam wordt dus door

m r? w? w?
e . 2
2 ) g 2 mr)

L= (
voorgesteld, en zij zal slechts bekend zijn, wanneer men van
de som X (mr?), die van de verdeeling der stof om de as af-
hangt, de waarde weet te bepalen. Aan deze som heeft men
den nsam van traagheids-moment van het lichaam ten
opzichte van de as gegeven. Stelt men haar door T voor, dan is

thﬂ
2
de uitdrukking voor de levendige kracht van het ronddraaiende
lichaam wiens hoeksnelheid o is.

Bevinden zich alle stofdeelen op denzelfden afstand van de
as, dan wordt in = (m7?) de waarde van r standvastig, zoodat
in dat geval

T=nr3(m)=Mr

gijn zal. Hieruit volgt, dat men het traagheids-moment van
eenig lichaam zal kennen, zoodra men de grootte van de massa
weet te bepalen, die op zekeren afstand 7 van de as van om-
wenteling moet geplaatst worden, om ten opzichte van die as
een traagheids-moment te hebben gelijk aan dat van het lichaam
zelf. Deze massa wordt dan de tot den afstand r geredu-
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ceerde massa van het lichaam genvemd. Onder de ver-
schillende massa's, die, doordien zij op verschillende afstanden
worden geplaatst, aan deze voorwaarde kunnen voldoen, is ook
de massa van het lichaam zelf. De afstand ¢, waarop deze, in
één punt geconcentreerd gedacht, zich van de as moet bevin-
den, indien het product M o2 aan het traagheids-moment van
het lichaam gelijk zal zijn, noemt men den traagheids-
straal van het lichaam.

Is het lichaam, wiens traagheids-moment men wil bepalen ,
homogeen, dan bevatten de verschillende onder het teeken =
voorkomende waarden van m denzelfden factor &, zoodat in
dit geval '

T=dx(vr?)
zijn zal, als v een volume-element voorstelt. Denkt men zich
de stof gelijkmatig verdeeld over eene vlakte-uitgebreidheid,
dan zal voor T nog dezelfde uitdrukking gelden, als daarin v.
een vlakte-element beteekent. In dit laatste geval nu is = (vr2)
de vorm, dien wij vroeger (I. § 79) onder den naam van bui-
gings-element leerden kennen en wier waarde wij in eenige
bijzondere gevallen bepaalden. Uit de daar geleverde beschou-
wingen blijkt, dat van een zeer dunne rechthoekige homogene
plaat , wier inhoud &4 is, het traagheids-moment ten opzichte
van eene aan de zijde & evenwijdige en door het zwaartepunt

gaande as
oA
| T=d =
en dat van eene dergelijke cirkelvormige plaat ten opzichte
van de middellijn :
T=dinnr
zijn zal. .

In de aangehaalde § werd ook de vergelijking afgeleid,
waardoor het buigings-element ten opzichte van eene as tot dat
ten opzichte van eene aan haar evenwijdige door het zwaartepunt
gaande as kan herleid worden. Uit het traagheids-moment van
de deelen eens lichaams, ten opzichte van door hunne zwaarte-
punten gaande assen, zal men op dezelfde wijze tot dat moment
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ten opzichte van eene door het gemeenschappelijk zwaartepunt
gaande en aan de eerste evenwijdige as kunnen besluiten.

18. Vooronderstellen wij thans, dat een lichaam met veran-
derlijke snelheid om een as draait en wel z3G, dat de hoeks-
snelheid @ in den tijd ¢ de waarde w, verkrijgt. Noemen wij
den arbeid, dien de op het lichaam werkende krachten daartoe
in den tijd ¢ verrichten, A, dan zal (§ 11)

To? To? '

——=A
2 2

zijn.
Noemen wij de tot den afstand R gereduceerde massa des
lichaams M, dan zal

T—=2(mr)=MR?
zijn, zoodat de vergelijking
MR*w;? M RIw?

2 2
wordt, waarvoor wij ook
M — M 002 —'A
2 2 -

kunnen schrijven, als v, en o de lengten voorstellen van de
bogen, die de op den afstand R van de as gelegen punten van
het lichaam in de eenheid van tijd doorloopen.
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Over de beweging van een lichaam om een vasle as.

14. Wanneer in een punt van een lichaam een kracht K
aangrijpt, dan is deze niet de eemige kracht, die op dat punt
werkt. Met de overige punten van het lichaam toch is het
verbonden, en dit verband bestaat doordien van de overige
punten krachten uitgaan (§ 11), die op het beschouwde punt
werken. Kende men de resultante I dezer inwendige krachten,
dan zou men de wijze, waarop zich het punt bewegen zal,
kunnen bepalen. Het zou dan als een vrij punt zich bewegen,
zoodat, als 7 zijn massa en R=—m y de resultante van K en I
is, zijne versnelling

Y=

R
-
en met haar de wijze waarop het zich bewegen moet, gegeven
zijn zal. ,

Ofschoon men nu niet de grootte van I en dus evenmin
die van R=m y kent, is het toch duidelijk, dat zoo men in
het punt eene kracht — m y liet aangrijpen het in rust zou
blijven. Dan toch werkten inderdaad op dat punt de bekende
kracht K, de onbekende kracht I en eene aan de resultante
van beide tegenovergestelde kracht — m y. Door bemiddeling

van de inwendige krachten moet er dus altijd evenwicht zijn
" tusschen de krachten K en — m 7.

Daar nu hetzelfde geldt voor elk ander punt van het lichaam

1
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zal aan de algemeene voorwaarden van evenwicht moeten voldaan
zijn, als men daarin zoowel alle van buiten aangrijpende krach-
ten invoert als de met omgekeerd teeken genomen krachten
my, m'y' enz, die in staat zouden zijn om, alleen werkende,
aan de punten van het lichaam de werkelijk plaats grijpende
beweging mede te deelen. De waarden der onbekenden y, ',
enz. kunnen dan door middel van deze vergelijkingen en met
behulp van de vergelijkingen, die het onderling verband der
punten bepalen, worden opgelost, en met haar is de beweging
van het gansche samenstel van punten gegeven.

De in de genoemde evenwichts-voorwaarden vervatte waar-
heid wordt het primcipe van D'ALEMBERT genoemd. Kortelijk is
dus zijn inhoud deze:

gedurende de beweging van een stelsel van
op onveranderlijke wijze verbonden punten zijn,
door bemiddeling van dat verband zelf, de van
buiten daarop werkende krachten voortdurend
in evenwicht met de traagheids-weerstanden
die elk der punten biedt.

15. Passen wij het principe van D’ALEMBERT toe op een
lichaam, dat onder den invloed van eenige standvastige krach-
ten draait om een vaste as, dan zal de evenwichts-voorwaarde
moeten uitdrukken, dat ten opzichte van die as het moment
van de krachten, die op de verschillende punten van het
lichaam werken, aan dat van de traagheids-weerstanden dier
punten gelijk is. Onder den invloed dier standvastige krachten
zal het lichaam zich met gelijkmatige versnelling bewegen.
Noemt men deze versnelling, dat is hier de toename van de
hoeksnelheid in eene sekonde, 7, dan zal r 7 de versnelling
zijn waarmede het punt, als het op een afstand r van de as
ligt, zijn baan doorloopt. De traagheids-weerstand, dien het
. punt tegen de beweging langs die baan biedt, zal, als het een
massa m heeft, door mry, en zijn moment ten opzichte van
de as door m 2 y worden voorgesteld. Want de andere samen-
stellende van den ganschen traagheids- weerstand, de in de richting
van de normaal werkende centrifugaal-kracht, heeft, daar hare

1L 3
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richting door de as gaat, ten haren opzichte een moment zul.
Het moment van den traagheids-weerstand van eenig ander punt
zal evenzoo m'7'?'y zijn. Derhalve is X (m 2 y) =y 3 (o 1?)
de uitdrukking van het moment der traagheids-weerstanden van
het gansche lichaam; voor haar kan men ook y T schrijven,
omdat (§ 12) 3 (mr3) het traagheids-moment van het lichaam
is. Is dus K een willekeurige aan eenen hefboomsarm Z wer-
kende kracht, dan zal volgens bovengenoemd principe
' SKYH)—yT=0
en dus
2 (K1)

T

zijn.

Zijn de op het lichaam werkende krachten veranderlijk, dan
zal de ronddraaiende beweging ook niet gelijkmatig versnellend
en dus y geene standvastige grootheid zijn. Op een bepaald
tijdstip echter heeft y eene bepaalde waarde en evenzoo de
traagheids-weerstand 2 (7 727) van het lichaam. Voor dat tijd-

stip geldt dus de vergelijking

25 . ... ..., y =

evenzeer, wanneer daarin maar aan de onder het teecken & voor-
komende, alsdan veranderlijke, grootheden K en ! de waarden
worden toegekend, die zij op dat tijdstip hebben.

In het algemeen .dus is

de versnelling, die een om een vaste as draai-
end lichaam op eenig oogenblik heeft ten ge-
volge van de alsdan daarop werkende krachten,
gelijk aan het quotient dat men verkrijgt, als de
som van de statische momenten dier krachten
ten opzichte van die as door het traagheids-
moment van het lichaam gedeeld wordt.

16. De zoo even verkregen uitkomst vindt eene voorname
toepassing bij het bepalen van de beweging des slingers.

Door een eenvoudigen of mathematischen slinger
verstaat men een stoffelijk punt, dat, opgehangen aan een draad
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die niet buigbaar, niet rekbaar en zonder gewicht is, zich om
dat ophangpunt kan bewegen, zonder dat er bij die beweging
wrijving wordt veroorzaakt.
Bevindt dat stoffelijk punt zich in de vertlkaal onder het
ophangpunt, dan is de slinger in stabiel evenwicht. Brengt men
hem uit dien stand en laat men hem dan aan zich zelf over,
dan zal hij daarin trachten terug te keeren. Daar hij echter
met eene zekere snelheid in den stand van evenwicht aankomt,
zal hij daardoor heengaan, en de zwaartekracht, die tot dat
oogenblik versnellend werkte, zal de beweging gaan vertragen.
~ Deze zal ten laatste geheel ophouden. Maar in den stand, dien

de slinger dan heeft, kan hij niet in rust blijven; de zwaarte-
. kracht zal hem naar zijn evenwichts-stand terugvoeren en de
schommelingen (oscillaties) als de zoo even beschrevene om dien
stand zullen, als men den tegenstand van de lucht buiten re-
kening laat, steeds moeten voortduren. Want telkens als de
slinger in rust is, zal hij niet in evenwicht zijn, terwijl hij
niet in rost is als hij den stand bereikt waarbij hij in even-
* wicht zijn kan.

De baan, die het stoffelijk punt doorloopt om van het eene
rustpunt tot het andere te komen, noemt men eene schom-
meling, den tijd waarin die baan doorloopen wordt een
schommelingsduur, den hoek, dien de slinger in den
toestand van rust maakt met de vertikaal van het ophangpunt,
den doorslag, en het dubbel van dien hoek de schom-
melings-wijdte of amplitudo. '

Zij nu (Fig. 73) OA=O0E =0 B =/ de lengte van den
slinger, DB==# de vertikale afstand tusseben de uiteinden
van den doorslag, en EF een zoo klein deeltje van de baan
A B, dat men de snelheid, waarmede het doorloopen wordt,
constant mag stellen. Noemt men deze snelheid v, en stelt men

DM=—z, dan is v=V/ 292 De tijd #/, die bij het doorloo-
pen van EF verstrijkt, is dan
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Ter bepaling van EF construeere men op BD=—#% als mid-
dellijn een halven cirkel en trekke in horizontale richting de
liinen EM en FN en in vertikale richting de lijnen G F en K L.

Fig. 73.

Uit de gelijkvormigheid van de drichoeken EFG en OEM
volgt dan:
EF:GF=OE:EM=I(:EM

en dus

GF KL
EF—ZEM ZEM'

Maar uit de gelijkvormige drichocken HKT, en THM
volgt, dat

HL)KL=IH:HM=14:HM

en dus _ ,
KI‘_:__2.HM.HL
k
is, zoodat
EF— HLHM 2ZHL MB.MD

MBROB—MB) —

21 \/ 2
=7/ o7 us

zijn zal.
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Substitueert men deze waarde van ETF in die van #, dan
wordt deze

g 2 A 1
7 oL 2¢9.(2l—MB)
Zijn de schomme]ingen, die men beschouwt, zeer klein, dan

is voor elk punt der baan A B de waarde van M B ten op-
zichte van 2 zeer klein. In die vooronderstelling zal dus

y— 1 HL\/_—
zijn.

Had men een boogje E' I ergens anders op den cirkelboog
A B genomen, dan zou men voor ¢ eene uitdrukking hebben

o 1
verkregen, waarin \/— met een ander, tusschen de door
g

E' en F' gaande horizontale lijnen gelegen, gedeelte van den
halven cirkel D HL B was vermenigvuldigd. De halve schom-
melingsduur 1#, die uit de som der kleine tijddeeltjes ¢’ be-
staat, zal dus den halven cirkel L7 % tot factor hebben, zoodat

gray /T

en dus

zijn zal.
Van den duur van kleine schommelingen van

‘ : /A
den mathematischen slinger zal dus ar\/; de

uwitdrukking zijn; zij leert, dat, binnen de gren-
zen, waarvoor deze benaderde waarde van ¢
geldt, die duur niet afhangt van de schomme-
lingswijdte.
Uit de wijze, waarop de benadering is geschied, blijkt, dat de nauwkeurige
waarde van ¢ iets grooter dan % moet zijn. Had zich het stoffelijk

punt langs een boog eener cycloide bewogen — d. i. langs de kromme lijn,
die beschreven wordt door een punt van een cirkelomtrek, als die langs een
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rechte lijn rolt — dan zal, als 7 het dubbel is van de middellijn des be-
l
schrijvenden cirkels, / = = \/}_ eene nauwkeurige uitdrukking zijn voor

den schommelingsduur, hoe groot ook de wijdte der schommelingen zijn
moge. In dit geval geschieden dus alle schommelingen, groote zoowel als
kleine, in volkomen denzelfden tijd. (Isochronisme).

Wanneer een lichaam alleen door de werking van de zwaartekracht zich
van een punt moet bewegen naar een ander, dat met het eerste niet in de-.
zelfde vertikaal ligh, dan_ zal het in dit laatste in den kortst mogelijken tijd
aankomen, als het zich beweegt langs den boog van eene cycloide met
horizontale richtlijn, die de punten verbindt. (Brachistochronische kromme).

. l .
De vergelijking t—=mn \/—y— leert in de eerste plaats, dat,

voor schommelingen, die slechts geringe amplitudo hebben,
aan dezelfde plaats op aarde de schommelings-
duur, bij slingers van verschillende lengte,
evenredig is met de tweede machts-wortels uit
die lengten.

Want, daar in de voor beide slingers geldende formulen,

i=mn \/% en t'=mn \/%, in dit geval g dezelfde waarde
heeft, zal

=107
zijn.

In de tweede plaats kan, volgens die formule, de verhouding
tusschen de grootten der aantrekkingen die de aarde aan ver-_
schillende plaatsen van hare oppervlakte uitoefent, worden af-
geleid uit de grootte, die de schommelingsduur van denzelfden
- slinger aan die plaatsen heeft. Want uit de voor die plaatsen

l l .
geldende formulen ¢t == \/—; en t'=mn \/? , Waarin

nu / dezelfde waarde heeft, volgt

: t:'=1"9:1"yg

of
9 rg=1t2:¢'? '

zoodat de grootten van die aantrekkingen omge-

‘keerd evenredig zijn met de tweede machten

van den schommelingsduur.
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Bepalivg van de gedasnte der aarde uit slingerproeven.
Voor eene plaats op aarde waar g =—9.812... is, zal

N l=12'$1—2=09942...

de le'ngte zijn van den sekonden-slinger, d. i. van
den slinger, wiens kleine schommelingen ééne sekonden duren.
De verhouding tusschen de lengten van de sekonden-slingers
aan verschillende plaatsen op aarde zal tevens de verhouding
zijn tusschen de waarden, die daar aan g moeten worden toe-
gekend.

17. Elk lichaam dat om een horizontale vaste as draaien
kan, die niet door het zwaartepunt gaat, is een physische
slinger. De beweging, die de verschillende punten, waaruit hij
bestaat, hebben onder den invloed der zwaartekracht, kan be-
schouwd worden als die van zoovele mathematische slingers,
die allen, als zij vrij waren, hunnen eigenen met den afstand
van het zwaartepunt overeenkowstigen schommelingsduur zou-
den hebben. Daar’zij tot één lichaam verbonden zijn, oefént de
beweging van het eene punt invloed unit op die van het andere;
toch zal er onder die allen één punt zijn, dat zich beweegt
op de wijze waarop het dit zou doen, als het geheel alleen een
mathematischen slinger vormde. N

De mathematische slinger, wiens lengte met den afstand van
dit punt tot de as overeenkomt, zal dus, als alle andere om-
standigheden gelijk zijn, steeds in denzelfden bewegings-toe-
stand verkeeren als de physische slinger zelf. Worden beide
gelijktijdig in beweging gebracht en wijken zij daarbij evenveel
af -van den stand van evenwicht, dan zullen zij ook later, op
elk willekeurig oogenblik, bij denzelfden doorslag e« dezelfde
versnelling » hebben.

Deze beschouwing geeft een middel aan de hand om door
berekening de lengte van den mathematischen slinger te bepa-
len, die met een gegeven physischen slinger overeenkomt. Zij
toch ' de massa van deze, T, zijn traagheids-moment ten
opzichte van de as en r de afstand van deze tot het zwaarte-
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punt, dan is m'g de in het zwaartepunt aangrijpende beweeg-
kracht en 7 sin. « haar hefboomsarm, zoodat (§ 15)
___m'grsina
=g
zijn zal.

Van den mathematischen slinger, die bij den doorslag « de-
zelfde versnelling heeft, moet, als 7 de massa is van het stof-
felijk punt, de lengte Z voldoen aan de vergelijking
__mglsine

T TaE
omdat (§ 12) m 2% het traagheids-moment is van het punt m
ten opzichte van de as.

De gelijkstelling van beide waarden geeft

m'grsina__gsine

T.

waaruit

De schommelingsduur van den physischen slinger zal dus
t:n\/ ',I'a
mygr

Het punt van een physischen slinger, dat op een afstand
van de as is verwijderd gelijk aan de lengte van den in schom-
melingsduur met hem overeenkomenden mathematischen slinger,

zijn.

en op de loodlijn ligt, die uit het zwaartepunt op de as is neér-
gelaten, noemt men het middelpunt van schommeling.

De ligging van dit middelpunt van schommeling is nog
daardoor merkwaardig dat '

de schommelingsduur van een slinger niet
verandert, als hij zich in plaats van om de oor-
spronkelijke as beweegt om eene, die aan haar
evenwijdig is en door het middelpunt van schom-
meling gaat. '

Zij toch /' de lengte van den mathematischen slinger, die
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met den dus omgekeerden physischen slinger overeenkomt,
T, zijn traagheids-moment ten opzichte van de nieuwe as, dan
zal, daar [ — r de afstand is van het zwaartepunt tot die as,
(vergel. 27)

28 ...... = ,L
m' (I —7)
zijn.
Reduceert men in de vergelijkingen (27) en (28) het traagheids-
moment tot het moment T, ten opzichte van eene door het

zwaartepunt gaande evenwijdige as, dan wordt de eerste (§ 12)
__T,+m’r2
= mr

i

en de tweede
_Tidm (I—r)?
- w(l—r

’

De uit de uitdrukkingen voor 7 en 7' voortvloeiende waarden
van T, moeten, daar zij het traagheids-moment van hetzelfde
lichaam ten opzichte van dezelfde as voorstellen, aan elkander
gelijk zijn; en zij kunnen dit slechts als
) =7
is.

Op grond van deze eigenschap van den physischen slinger
kan men, bij het doen van slingerproeven, bijv. ter bepaling
van de waarde van g, de uitdrukking voor 7, die in de formule

l
t:n\/; moet gesubstitueerd worden, nauwkeuriger be-

palen, dan door eene vergelijking van de schommelingen met
die van eenen, steeds slechts onvolkomen daar te stellen, ma-
thematischen slinger. Neemt men toch nauwkeurig de beweging
van eenen slinger waar en zoekt men, na hem te hebben om-
gekeerd, de ligging van de as waarvoor de schommelingsduur
dezelfde blijft, dan zal de afstand van deze beide assen de
waarde van / zijn. Reversie-slinger.

De waarde van [ zal men slechts door middel van de ver-
gelijking (27) kunnen bepalen, als die van T, reeds vooraf be-
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kend is, en dit is slechts bij zeer weinige lichamen het geval.
Juist deze vergelijking is het, die alleen tot eene juiste kennis
van de traagheids-momenten van onregelmatige lichamen ten
opzichte van elke willckeurige as kan leiden. Laat men eenig
lichaam om zulk een as schommelen en zoekt men daarna,
door het als reversie-slinger te bezigen, het middelpunt van
schommeling op, dan zal de waarde van ! in de genoemde
vergelijking bekend worden. Daar ='r in haar evenzoo gegeven
is zal men dan T, uit haar kunnen oplossen.

Bij al deze proefnemingen moet men er wel op letten, dat
er op het verlengde van de loodlijn, die uit het zwaartepunt
op de as is neérgelaten, op denzelfden afstand van dit punt als
deze een ander punt ligt, dat men lichtelijk met het middelpunt
van schommeling zou verwarren. Laat men toch door dit punt
een as gaan evenwijdig aan de eerste, dan zal, daar alsdan in
vergelijking (27) de waarden van T. en 7 onveranderd blijven,
de slinger om die as zich op dezelfde wijze bewegen als om
de oorspronkelijke.

18. Als (Fig. 74) aan den omtrek van een wiel, wiens straal

i

-

B R 2 <

Fig. 74.

r meters lang is, een weerstand W werkt, dan zal het moment
van dien weerstand ten opzichte van die as steeds door W
worden voorgesteld. Wil men dien weerstand overwinnen door
een kracht K, die, aangrijpende aan het uiteinde van een op
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de as bevestigenden kruk, trekt terwijl dat uiteinde den halven
cirkel-omtreck A CF B doorloopt, en drukt bij het doorloopen
van BDEA, dan zal van deze kracht het veranderlijk moment
K 7cos« zijn. De ronddrasiende beweging zal onder den in-
vloed van deze kracht met veranderlijk en van dien weerstand
met standvastig moment, noodzakelijk eene ongelijkmatige zijn.
Daar echter bij elke halve omwenteling het moment der kracht
steeds dezelfde waarden in dezelfde volgorde doorloopt, zullen
bij elke halve omwenteling volkomen dezelfde toestanden van
beweging elkander opvolgen, als maar de snelheid in twee dia-
metraal tegenovergestelde punten van den omtrek steeds dezelfde
is. En dit zal zoo zijn, als de arbeid, dien de kracht verricht
bij het doorloopen van een halven omtrek, wordt opgeheven
door dien van den weerstand, als dus

K.27r—War=0
of

' 3
....... =— W
29 K )

is.

Wordt aan deze vergelijking voldaan, dan bereikt gedurende
eene halve omwenteling de snelheid in een punt een maximum
en daalt zij in een ander punt tot een minimum. Want een
maximum moet bereikt worden op het oogenblik, dat het mo-
ment van de kracht ophoudt dat van den weerstand te over-
treffen, een minimum in het tegenovergesteld geval. In beide
gevallen zijn de twee momenten aan elkander gelijk, zoodat de
ligging van beide punten bepaald wordt door de vergelijking

Krecos.a' =Wr
of, (vergel. 29) door

T
— Weos. o =W
2

waaruit

cos. o' — —.
T

Laten C en F de punten zijn, wier ligging door deze waarde
van cos. o bepaald is, dan zal de snelheid in C een mmnimum
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en in F een maximum zijn, want het moment van K neemt
van C tot F voortdurend toe. Noemen wij dus S de snelheid
in F, ¢ die in C, dan zal de grootte van de ongelijkmatigheid
door 8 — ¢ worden voorgesteld. Maar terwijl de snelheid van
s tot S stijgt, verricht de kracht een arbeid 2 K rsin. ', terwijl
gelijktijdig de weerstand den arbeid 2 W7 o’ ontwikkelt. Der-
halve is (§ 13)

S?

2
of, (vergel. 29)

2
T—%T:ZKrsin.a'—2Wra’

Sy
B —ys). ;_3.T=Wr(nsina’—2a').

In deze vergelijking is ® de gemiddelde snelheid en

S —s het grootste verschil in- snelheid. Wil men dat dit laatste
slechts een bepaald gedeelte, een z° deel bij voorbeeld, van de
gemiddelde snelheid zij, dan zal men T zoo moeten kiezen,
S

dat +8:S—s=n of (S —a)S;-s"-_" Sf—;—s)z:” zij.

En aan deze voorwaarde zal voldaan zijn, als

30... T—=—" _ Wr(zsin.a'—2a)

&)

. 2
is. In deze vergelijking heeft o« de uit ecos. a’=—r- voort-

vloeiende waarde. Zijn de stralen van de omtrekken, die de
aangrijpings-punten van K en W doorloopen, niet even groot,
dan zal men den weerstand tot zulk een bedrag kunnen redu-
ceeren, dat het is alsof beide stralen gelijk zijn.

De vergelijking (30) leert ons, dat men het ongelijkmatige
van de snelheid eener ronddraaiende beweging tot een wille-
keurig gedeelte van de gemiddelde snelheid kan terugbrengen,
door de ronddraaiende massa zoo in te richten, dat het traag-
heids-moment eene daarmede overeenkomstige waarde heeft.
Vliegwiel

19. Gelijkmatig ronddraaiende beweging van een vaste as
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heeft plaats bij den centrifugaal-slinger. In deze gaat
de mathematische slinger over als het stoffelijk punt eenen
in een horizontaal vlak gelegen cirkel met gelijkmatige snelheid
doorloopt. De draad zal alsdan den mantel beschrijven van een
rechten cirkelvormigen kegel en daarbij met de door het op-
hangpunt gaande vertikaal een hoek maken, dien men den
hoek van elongatie noemt.

Zij (Fig. 75) O A =1 de lengte van den centrifugaal-slinger,

0

Fig. 76.

« de elongatié-hdek bij gelijkmatige ronddraaiende beweging,
@ de hoeksnelheid van het zware punt A en = de massa van
dit punt, dan is (§ 8)

K=m.AB.w?=m!lsin ¢ w?
de grootte van de daarop werkende centrifugaal-kracht. Deze
heeft ten opzichte van het punt O een moment

K.OB=m1lsin aw?lcos.a=ml?sin. «cos. a w?,
terwijl het gewicht 7 g van het stoffelijk punt ten opzichte van O
mg. AB=mg.l.8n «

tot moment heeft. Zal het punt met gelijkmatige snelheid zich
bewegen dan is_het dus noodig, dat »

m 1 8in. « cos. a w2 =m g | sin. «

of

oon. =L
zij. @
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Bij eene gegevene lengte en omwentelings-snelheid van den
centrifugaal-slinger zal deze dus slechts bij de door deze ver-
gelijking bepaalde elongatie in evenwicht zijn.

Uit die vergelijking volgt nog

o=\/2—=\/%
- lcos. ™ OB

De lengte van den schommelingsduur ¢, dat is van den
tijd waarin den ganschen cirkel-omtrek wordt doorloopen,

zal dus
y— 27” \/OB

zijn; zoodat de schommehngsduur van den een-
voudigen centrifugaal-slinger juist het dubbel
is van dien van een mathematischen slinger,
wiens lengte gelijk is aan de hoogte van den
kegel, door den draad bij het omwentelen be-
schreven.

Eene toepassing van den centrifugaal-slinger is de regula-
teur der stoommachines. De eenvoudigste onder deze, die van
WATT, bestaat in de hoofdzaak uit twee volkomen gelijke cen-
trifugaal-slingers, die ten opzichte van de as OB symmetrisch
geplaatst zijn. Door deze plaatsing wordt de werking van de
centrifugaal-kracht der beide massa’s op de as opgeheven.

Is # het aantal omwentelingen van die as in eene minuut,

dan is Bur.n de weg, dien A aflegt in eene sekonde, en dus
co_%-é:}— de hoeksnelheid. Bij gelijkmatige beweging der

massa’s A zal dus de grootte van den elongatie-hoek bepaald
zijn door de vergelijking

i 36009 _ 900g

4 n2n2l w2 nz'l’

uit welke blijkt, dat de elongatie-hoek sterk toeneemt, wanneer
het aantal omwentelingen per minuut grooter wordt, en dat de
grootte van dien hoek niet afhangt van die der massa’s A.

€08. 06 =—
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Wil men dat bij den regelmatigen gang der machine de as
OB in eene minuut # omwentelingen volbrengt, dan zal men
den regulateur zoo moeten inrichten, dat de hoeveelheid stoom
dit aantal omwentelingen veroorzaakt, als de massa's A een

afstand co.;. o= 9004

praclLL de as OB hebben. Bij de onregel-

matigheden, die het overwinnen van de weerstanden in den
gang der machine veroorzaakt, zal dan de grootte van den
elongatie-hoek steeds om de met den regelmatigen gang over-
eenkomstige waarde varieeren.

20. Als voorbeeld van eene tegelijk voortgaande en rond-
draaiende beweging willen wij alleen het eenvoudig geval be-
schouwen, dat een homogene cilinder onder den invloed van
zijn eigen gewicht van een hellend vlak rolt.

Zij mg zijn gewicht, » zijn straal en « de hoek, dien het
hellend vlak maakt met den horizon, dan is m g sin. « de in
het zwaartepunt aangrijpende kracht, die rechtstrecks er toe
bijdraagt om het lichaam te bewegen. Behalve deze kracht
werkt nog op den cilinder de normale weerstand en de aan
haar evenredige wrijving F—=1m g cos.c.f. De laatste grijpt
aan in het oppervlak van den cilinder; verplaatst men haar
evenwijdig aan zich zelve naar de as, dan ontstaat er een
koppel Fr dat den cilinder tracht te draaien naar denzelfden
kant als waarheen de beweging plaats heeft. — Zal deze eene
zuiver rollende en niet gedeeltelijk eene glijdende zijn,
dan zullen de versnellingen van de voortgaande en van de
‘ronddraaiende beweging gelijk moeten wezen. Noemen wij haar

7 dan is % de versnelling van de hoeksnelheid en dus (§ 15)

de kracht P bepaald door de vergelijking
7 _Fr

, T T
waaruit :
T

F=r .

In het zwaartepunt grijpen dus nu de krachten m g sin. o
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en — y~r£2 aan, terwijl, wegens de gelijkheid der beide ver-

snellingen, 7 y de evenzoo in dat punt aangrijpende traagheids-
weerstand van de homogene massa zijn zal. Volgens het prin-
cipe van D'ALEMBERT wordt dus de versnelling bepaald door
de vergelijking

mgain.a—y—;:mr

waaruit
m g 2 8in. o

~ mr 4T
Wil men dat aan de voorwaarde, dat de beweging niet gedeeltelijk
eene glijdende zijn mag, voldaan zij, dan moet de wrijvings-weer-

T
stand de waarde » e kunnen bereiken. Daar nu de waarde,

die zij bereiken kan, hoogstens m g cos. « f is, zal de hoek a
200 groot moeten zijn, dat

T
mgcoa.af>rF

of
mgsin..T
mgcos.af> e
is. Hieruit volgt, ter bepaling van dien hoek,
me2 + T

tang. & < —7 f-
Voldoet o aan deze vergelijking, dan zal van de wrijving
slechts het gedeelte 7—?{ in werking komen. Is « grooter,

wordt dus de beweging gedeeltelijk een glijdende, dan zal de
geheele wrijvings-weerstand versnellend op de ronddraaiende en
vertragend op ‘de voortgaande beweging werken; de versnelling
van deze laatste zal dan g (sin. « — fcos. &) zijn.




VIERDE HOOFDSTUK.

Over de botsing.

21. Van twee massa’s M en m (Fig. 76) beweegt zich de
eene meb eene snelheid S, de andere met eene kleinere snelheid

e
.

/

Fig. 76.

v

8. Vooronderstel dat beide
zich bewegen volgens de
rechte lijn, die hunne
zwaartepunten  verbindf,
dan zal na eenigen tijd het
eerstgenoemde het laatste
inhalen. Beide lichamen
zullen in botsing komen
en deze’ zal eene rechte
centrale zijn, als de
lijn, die de beide zwaarte-
punten verbindt, in hun

raakpunt loodrecht staat op het gemeenschappelijk raskvlak.
Heeft op het oogenblik dat beide elkander aanraken hun ge-
meenschappelijk zwaartepunt eene snelheid s, dan zal
M+m)yo=MS +ms

zijn. Immers reeds vroeger (I. § 37.) zagen wij, dat de ligging
van hun gemeenschappelijk zwaartepunt op eenig oogenblik

door de vergelijking

M+ m)zy==Ma, +maz,
wordt bepaald. Na zekeren tijd ¢ zal

IL :
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2, in zy+ve¢, 2, in 2, +S¢ en x, in 2, 4 8¢
zijn overgegaan, zoodat alsdan die ligging volgt uit de verge-
lijking
M+m)(2o+vt)=M (2, +8¢) +m (z, + 82).
Trekken wij van deze vergelijking de voorgaande af en deelen
wij van het verschil de beide leden door ¢, dan komt er

M+m)o=MS +ms
of

v—MS + ms
= M

Van het begin der botsing tot aan haar einde ondergaat de
massa 7 eene drukking, waardoor zij eene versnellende bewe-
ging verkrijgt. Die drukking op eemg willekeurig oogenblik
van de botsing D en die versnelling 7 noemende, zal

_ D=my
zijn. Maar op datzelfde willekeurig genomen oogenblik onder-

gaat de massa M een even groote tegendrukking (L § 10),

zoodat, als wij de vertraging, die zij daardoor ondervindt, 7’
noemen, ook

D=M,
is. Gedurende de gansche aanraking is dus
my=M7;

daarom zal ook, nadat de lichamen gedurende ¢ sekonden in
aanraking zijn geweest, waardoor de snelheid van M is gedaald
van S tot S’ en die van m is toegenomen van s tot &,

m(s —s)=MEB -8

zijn, of
32 ... . méd4+MS=MS+ms.
Maar volgens vergel. 31 is bij het begin van de aanraking
_MS+ms
prosen) —-—-M Fm ’

terwijl na den tijd ¢, op dezelfde gronden,
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MS' 4ms

M4m
moet zijn. Daar echter, volgens de vergel. 32,

MS +msd=MS+ms

v=

is, zal dan ook
v=uv
gijn; dat wil zeggen:

de snelheid van het gemeenschappelyk ZWaar-
tepunt der beide in botsing komende lichamen
blijft gedurende den ganschen stoot onveran-
derd. ‘ "

Terwijl zoo het gemeenschappelijk zwaartepunt der beide
massa’s met de standvastige snelheid v zich voortbeweegt, zet
de massa m hare versnellende en de massa M hare vertragende
beweging voort. Dit zal zoo voortduren tot op het oogenblik,
dat de snelheid & van de eerstgenoemde tot v gestegen en de
snelbeid S van de laatstgenoemde tot v gedaald is. ‘Want, aan-
gezien de snelheid van het gemeenschappelijk zwaartepunt o
nooit te boven gaat, zal ook v de grens zijn vah de waarden
die ¢ en S kunnen bereiken. Op dit oogenblik zullen dan ook
de zwaartepunten van elk der massa’s in ’t bijzonder tot dat
van de gezamenlijke massa zoo veel mogelijk genaderd zijn;
beide zullen den vorm hebben aangenomen die in Fig. 77 is
voorgesteld. ’

22. Zijn de beide lichamen weinig veerkrachtig en is daarbij

de botsing zeer sterk,

- - dan zullen zij nagenoeg
- \ de in Fig. 77 voorge-
. stelde gedaante behouden.

De vermindering die de

snelheid van de massa M

heeft ondergaan zal dan
Fig. 77. (vergel. 31)
MS+4ms__ S—s=

M+m — M
m

S—v=8S—
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de snelheden zijn van beide, zullen zij
. 9(S —
CICEY)
1+ 2
M

34 ... .. en
28—

1+ 2
m

8

zijn na eene botsing, waarbij men beide lichamen voor vol-
komen veerkrachtig mag houden.

In elk ander geval zal de versnelling en de vertraging ge-
durende de uitzetting een gedeelte van de in de eerste periode
veroorzaakte zijn. Stellen wij die breuk door e voor, dan is dus
in het algemeen
A E—0)

m
1+ 3f

35 .. en
_ 1+ (8—9

14+ ¥
m

S

de snelheid van beide lichamen na den stoot. :

Deze breuk e noemt men den elasticiteits-coéfficient
bij botsing. Hare waarde nadert meer en meer tot 1, naar-
mate de lichamen veerkrachtiger zijn en de stoot zwakker is;
zij nadert daarentegen meer en meer tot zul in de tegenover-
gestelde omstandigheden.

23. Is het lichaam =, dat den stoot ontvangt, op dat oogen-
blik in rust, dan zal, als de omstandigheden zoo zijn dat men
beide voor volkomen onveerkrachtig mag houden, uit de ver-
gel. 33 voor beider snelheid de waarde

MS
m 4+ M
volgen. Terwijl dus voor den stoot de met beider snelheid

2
overeenkomende levendige kracht M—zi was, is na den stoot
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M2 82 M2 §?

(m+M) M rmp—2 (M)

hare waarde. Het verschil van ‘beide

MS? M2 S2 _Ms m
2 _2(M+m)_ 2 .M+m

stelt den mechanischen arbeid voor, die deels in warmte wordt om
gezet, deels de vervorming veroorzaakt van het lichaam, dat den

stoot ontvangt. Hoe grooter de breuk

M:‘-m is7 des te groo-
ter is ook de waarde van de op deze wijze verbruikte levendige
kracht. Waar dus het voortbrengen van blijvende gedaante-ver-
anderingen doel is — bijv. bij het smeden van ijzer — is het
voordeelig de massa die den slag ontvangt te vergrooten. (Aan-
beeld).

Het gedeelte van de levendige kracht, dat na het zoo even ge-

noemde verlies overblijft, is Ms . ——M—; beide lichamen zet-
2 M+m

ten pa den stoot hunne beweging voort met eene snelheid, waar-

aan deze waarde van de levendige kracht beantwoordt. Hebben

zij daarna een weerstand W te overwinnen, dan zullen zij in

rust komen nadat zij dien hebben verplaatst op eenen afstand

1, wier waarde (§ 10) uit de vergelijking

MS? M

3 °M+m=Wl

moet worden afgeleid.

Die ‘verplaatsing dus zal grooter zijn naarmate de brenk
——— grooter is. Heeft men dus ten doel een lichaam voort
M4m
te drijven door botsing, dan zal het steeds voordeelig zijn de
botsende massa zcer groot te nemen (Heiblok).

Is, eer de lichamen in botsing komen — ¢ de snelheid van
m, bewegen zij zich dus naar clkander toe, dan zal na den
stoot (vergel. 33) de snelheid van M tot de waarde
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S+ _MS——ma

1+E M+4m
m

S —

gedaald zijn. Die van M daarentegen zal tot datzelfde bedrag
zijn gestegen; zij zal zich met die snelheid in dezelfde richting
als M of nog steeds in tegenovergestelde richting bewegen, al
naarmate M S > of < m s is, terwijl, in het geval dat MS —=ms
is, beide in rust zullen blijven.

Bij cene zoodanige botsing van lichamen, die in tegenoverge-
stelde richting zich bewegen, is het verlies aan levendige kracht
MS? +ms? (MS — ms)?
— M +m) T Em

of

Mm _ (8+3)?
Mt+m™— 2

terwijl het, bij eene aanvankelijke beweging in dezelfde richting
en bij dezelfde snelheid, slechts
Mm (§—s)?
M4+m ' 2

zou zijn geweest.

Daar dit verlies juist het gedeelte van de levendige kracht
is, dat omgezet wordl in eenen arbeid, waardoor alleen vormver-
andering van de in botsing komende lichamen wordt bewerkt,
is eene botsing — van twee spoortreinen, bij voorbeeld — on-
der de eerstgenoemde omstandigheden zoo veel meer te vreezen
dan onder de laastgenoemde. Om dezelfde redenen ook ont-
vangt men, bij het opvangen van zware voorwerpen, zooveel min-
der letsel, als men daarbij het lichaam naar beneden beweegt,
dan wanneer men zich onbeweeglijk houdt.

24. Heeft eene botsing plaats tusschen twee lichamen, on-
der zoodanige omstandigheden dat men beide voor volkomen
veerkrachtig mag houden; mag men dus vooronderstellen,
dat zij) beide na den stoot hunne oorspronkelgke gedaante we-
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der aannemen, dan zetten zij hunne beweging voort met eene
snelheid, die bepaald wordt door de vergelijkingen (34)

8+2(S—e) on S_2(S—s).
1+ 2 1+ X
M . m

Uit haar volgt, dat, als beide gelijke massa hebben, S de
snelheid wordt van het lichaam dat oorspronkelijk zich met
eene snelheid s bewoog, en s die van het lichaam dat oor-
spronkelijk eene snelheid S had. In dit geval verwisselen zij
dus slechts van snelheid en zetten zoo hunne beweging voort.

Is daarbij het lichaam, dat den stoot ontvangt, op dat
oogenblik in rust, is dus s = 0, dan zal S zijne snelheid
zijn na den stoot, terwijl die van het botsende lichaam #ul
wordt. In dit geval geeft dus het eene lichaam als het ware
zijne snelheid over aan het andere. Was dit zelf in aanraking
met een derde, dat dezelfde massa had en in rust werkeerde,
dan zal het daarop zijne snelheid overdragen, enz.; zoodat als
van eene rij elastiecke — bijv. ivoren — kogels, die dezelfde
massa hebben, de eerste met zekere snelheid tegen den tweeden
stoot, alleen de laatste van de rij in beweging zal geraken en
wel met de snelheid die aan den eersten werd meégedeeld.

Bewegen beide kogels van gelijke massa zich in tegenover-
gestelde richting, was dus — s de snelheid van m, dan zal
na den stoot zijne snelheid S zijn, terwijl daarentegen de snel-
heid van M in — ¢ zal zijn overgegaan. In dit geval verwis-
selen dus de beide lichamen, niet alleen wat de grootte maar
ook wat de richting betreft, van snelheid.

25. Is een physische slinger (§ 17) in rust op het oogen-
blik dat een lichaam met hem in botsing komt, dan zal hij
zich met zekere snelheid gaan bewegen om het ophangpunt.
De afwijking die hij daarbij van zijnen evenwichts-stand onder-
vindt, kan tot maat strekken van de snelheid, waarmede zich
het botsende lichaam bewoog.

Zij m de massa van den slinger, T zijn traagheids-moment,
{ de afstand van de as tot aan het punt, waar hij getroffen
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wordt door de massa M, die zelf op dat oogenblik de nog
onbekende snelheid S heeft. Eene in het punt van aanraking
geconcentreerde massa m’, wier grootte voldoet aan de verge-
lijking
,_T

m =g
zal (§ 12) ten opzichte van het ophangpunt hetzelfde traag-
heids-moment hebben als de slinger zelf. Daarom zal ook de
aanvankelijke beweging van den slinger na de botsing vol-
komen dezelfde zijn (§ 15), als die van eene op den afstand
G van het ophangpunt geplaatste massa m'. En voor de bewe-
ging, die de daar geconcentreerde massa na den stoot zal heb-
ben, gelden, als wij vooronderstellen dat hij onder omstandig-
heden geschiedt, waarbij men de beide lichamen voor onveer-
krachtig mag houden, de vergelijkingen (83). Door in haar
m=—m' en s=0 testellen, wordt '

,__ MS
M +m
de snelheid waarmede de slinger zijne beweging beg{nt, en
, M8
"L
de met haar overeenkomende levendige kracht.

Vooronderstel thans dat de slinger in rust is als « de hoek
van doorslag is, dan zal de levendige kracht tevens vernietigd
zijn op dat oogenblik. Daarbij is echter een aan haar gelijke
hoeveelheid weerstands-arbeid overwonnen ; zijn bedrag zal, daar |
het zwaartepunt, dat eerst op den vertikalen afstand a van het
ophangpunt lag, nu op den kleineren afstand @ cos.« daarvan

is verwijderd,
—mga-+ mgacos. . zijn.
Derhalve is. v
M2 §2
m’a\T_—l_—m,)—zzmga (1 — cos. a),

waaruit
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M-'—M’V m
S= M 2;ga(l—caa.a).

Daar deze de snelheid is, waarmede het lichaam M zich
bewoog toen het met den slinger in botsing kwam, zal men,
als de grootte van den doorslag « door waarneming is bepaald,
daaruit die oorspronkelijke snelheid kunnen afleiden. (Ballls-
tische slinger)..

De waarde van m’, die in deze vergelijking voorkomt, zal
men op de in (§ 17) verklaarde wijze uit den duor van de
schommelingen kunnen afleiden, die de slinger maakt onder
den invloed van de zwaartekracht.

26. Vooronderstellen wij thans, dat een lichaam, wiens
massa M en wiens snelheid S is, in botsing komt met een
lichaam wiens massa m is en wiens zwaartepunt zich beweegt
met eene snelheid ¢ < S, maar nemen wij nu daarbij aan, dat
het stootpunt, op eenen afstand 7 van het zwaartepunt verwij-
derd, niet ligt op de lijn volgens welke zich het zwaartepunt
van M beweegt. De stoot zal dan een excentrische zijn en wel
eene rechte excentrische als, zooals voorondersteld
wordt, de richting van den stoot in het raakpunt loodrecht
staat op het gemeenschappelijk raakvlak.

Het lichaam, dat den stoot ontvangt, zal in het algemeen be-
halve de beweging, waarbij het zwaartepunt volgens eene rechte
lijn voortgaat met eene snelheid s, eene ronddraaiende met
eene hoeksnelheid o kunnen hebben, waarbij het stootpunt om
eene door het zwaartepunt gaande as zich beweegt. Van dit
stootpunt zal dan de voortgaande beweging in het geheel eene
snelheid

36 ... .§=s+!lw

hebben, ‘die na den stoot zoowel door de versnelling van de
voortgaande als door die van de ronddraaiende beweging zal
zijn veranderd. Is na den stoot s in v en lw in Jw’ overge-
gaan, dan zal van het stootpunt de snelheid v + ' zijn.
‘Noemen wij" dus S’ de snelheid die M heeft na den stoot,
dat wil zeggen op het oogenblik dat de beide in botsing ko-
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mende lichamen zich met de snelheid van het' gemeenschappe-
lijk zwaartepunt bewegen, dan is

87 ... . S=v+4 o

De wijze, waarop beide deelen van de snelheid van het stoot-
punt kunnen vermeerderd worden, willen wij nagaan. Daartoe zij
opgemerkt, dat men de drukking D, die gedurende den stoot
wordt uitgeoefend, evenwijdig aan zich zelve naar het zwaar-
tepunt verplaatst kan denken. In plaats van de in het stoot-
punt aangrijpende kracht D, werken dan op de massa m eene
in het zwaartepunt aangrijpende gelijke kracht en een koppel,
dat D ? tot moment heeft. Nemen wij eenvoudigheidshalve aan,
dat de as, waarom de oorspronkelijke ronddraaiende bewe-
ging plaats heeft, loodrecht staat op het vlak van dit koppel, dan
zullen wij de versnelling, die het te weeg brengt gedurende den
sloot, bij die oorspronkelijke snelheid kunnen optellen om de
eindsnelheid te verkrijgen. :

De versnelling van de hoeksnelheid zal, als wij de tot den
afstand / gereduceerde massa van het lichaam, dat den stoot
ontvangt, m’ noemen en dus m’Z? zijn traagheids-moment is,

door (§ 15)
D! D

mBm i
worden voorgesteld; de versnelling langs den omtrek van den
door het stootpunt beschreven cirkel zal dus op elk oogen-
blik

Y= ‘
zijn. Maar de vertraging, die de massa M ondervindt, is evenzoo

op ieder oogenblik
D

M

zoodat voortdurend tijdens den stoot de vergelijking

7=

A

- o my=My
zal gelden. Indien echter dit het geval is, dan zal ook na den
stoot, als S tot 8’ gedaald en lw tot lw’ gestegen is
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voor de verandering in de voortgaande en daar volgens ver-
gel. 88.

’ _M /
lo —-lw_,?(S—S)

is, evenzoo

S—ys
m
M
voor de verandering in de ronddraaiende snelheid van m.

27. Indien het stootpunt onder het zwaartepunt ligt, dan
zal een punt van de massa m, dat op een afstand 2 boven het
zwaartepunt gelegen is, eene vertraging van zijne hoeksnelheid
ondervinden. Terwijl de geheele voortgaande snelheid van het
stootpunt van s -+ lw tot v + Jw’ gestegen is, zal de voort-
gaande snelheid van dat hooger gelegen punt van s — 2z w tot
v — 2 zijn gedaald. Het punt, wiens afstand z van het zwaar-
tepunt voldoet aan de vergelijking

lo—lo=

14+ =+ 2
m

wW—20)— (s—20)=0,
het punt dus waarvoor

v— 28

2= -
0 —
is, zal zijne beweging na den stoot voortzetten met volko-
men dezelfde snelheid, als die het had voor den stoot.
Substitueert men in deze vergelijking de waarden van v — s
en o' — w, die in de vorige § bepaald zijn, dan wordt

ml

— xX = l. bt |
zoodat het punt, dat zijne snelheid niet verandert, — het per-

cussiepunt of het middelpunt van den stoot — op
een afstand '
’ r72 2
V= +0=1 1"_+z="i_";ﬂ
m ml
van het stootpunt ligt.
Maar m' 2 is het traagheids-moment van m ten opzichte van de
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as, die door het zwaartepunt gaat, en m /2 het product van de
gansche massa met het vierkant van den afstand waarop het
zwaartepunt ligt van het stootpunt. Dus is (§ 12) m' 2 +m I?
het traagheidsmoment T, van de massa m ten opzichte van eene
door het stootpunt gaande as en

Vergelijken wij deze uitkomst met de in § 17 (vergel. 27)
beschouwden afstand, waarop het middelpunt van schommeling
bij den physischen slinger van de as ligt, dan blijkt het, dat
het middelpunt van den stoot bij eenig lichaam
op denzelfden afstand ligt van het stootpunt,
als het middelpunt van schommeling daarvan
liggen zou, wanneer men het lichaam om een
door het stootpunt gaande as liet schommelen.

28. Bewegen de beide in botsing komende lichamen zich
volgens richtingen, die met de normaal op het gemeenschap-
pelijk raakvlak niet samenvallen, dan zal men de beide snel-
heden kunnen ontbinden in eene richting evenwijdig met dit
raakvlak en in de richting van die normaal. Zij S cos. 8 de
volgens haar vallende ontbondene van de snelheid der massa M,
scos. « die van de snelheid der massa m, dan zal ten opzichte
van deze ontbondene de stoot eene rechte centrale zijn, zoodat
hare gevolgen uit de vergelijkingen (§ 21) kunnen worden af-
geleid, door daarin & te vervangen door scos.a en S door
S cos. . _

Zijn de beide andere ontbondenen ssiz.c en Ssin. f# ge-
lijk, dan zal in de richting van het raakvlak aan het stoot-
punt geene botsing ontstaan en dus de snelheid in die richting
ssin.a en §sin. 8 zijn, Volgens het parallelogram der snelheden
verbonden met de door de botsing in de richting der normaal
veranderde waarden van Scos.f en #cos. a zal de resultante
de grootte en de richling van de snelheid na den stoot ge-
heel bepalen.

Wanneer echter s sin. « en S sin. 8 ongelijk zijn, dan zullen
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beide lichamen langs elkander glijden. Daarbij zal wrijving ont-
staan, die, volgens de richting van eene raaklijn aan beide op-
pervlakken werkende, hun eene ronddraaiende beweging zal
mededeelen. De snelheden ssin. « en S siz. 8 zullen dus ver-
anderd worden op dezelfde wijze, als wanneer de beide lichamen
M en m met die snelheid in excentrische botsing waren geko-
men. De gevolgen van deze botsing zal men volgens de vorige
§ kunnen berekenen, door daarin & en S te vervangen door
ssin. e en S sin. §. De resultante van de op deze wijze bepaalde
snelheden en van de door het normaal gedeelte der botsing ver-

anderde waarden van $cos, @ en Scos. §, zal de beweging na
den stoot volkomen bepalen.
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die krachten sterk toe, zoodat er eene zeer groote drukking
noodig is om bij zulk een vloeistof eene slechts geringe ver-
mindering van volume te veroorzaken. '

Bij eene drukking van 1.033 kil. op den (O centimeter bedrasgt de ver-
mindering van eenig volume water slechts een twintigduizendste van
het oorspronkelijk volume.

Bij onze beschouwingen zullen wij daarom in de tweede -
plaats vooronderstellen, dat drupvormige vloeistoffen
niet samendrukbaar zijn.

30. Gaan wij nu na welke drukking de deeltjes ondervinden
van een vloeistof, die in eene volkomen geslotene en geheel
gevulde ruimte zich in evenwicht bevindt, onder den invloed
van krachten, die haar trachten samen te drukken.

In het algemeen, dat wil zeggen wanneer omtrent den even-
wichtstoestand der vloeistof geene bepaalde vooronderstelling
gemaakt wordé, zal de grootte der drukking binnen in de vloei-
stof van punt tot punt verschillen. Zoolang men dus een deeltje
beschouwt, wiens oppervlakte eene eindige uitgebreidheid heeft,
mag men niet aannemen, dat in elk punt van die oppervlakte
de drukking dezelfde grootte heeft. Toch zal men tot deze
vooronderstelling zoo langer zoo meer gerechtigd zijn, naarmate
men zich voorstelt, dat deze uitgebreidheid afneemt; met an-
dere woorden, als v eene zekere vlakte-uitgebreidheid, d de op
haar werkende drukking en ¢ eene standvastige grootheid voor-
stelt, dan zal met het afnemen van v de waarde van de breuk -

5 meer en  meer tot ¢ naderen. Voor eene oneindig kleine

vlakte-uitgebreidheid mag men dus stellen, dat

of _
40 ... ... d=—vc

is; eene u'itdrukking die aantoont, dat ¢ hier eigenlijk de druk-
king op de eenheid van vlakte-uitgebreidheid voorstelt.

Zi) nu (Fig. 78) V eene hoeveelheid vloeistof die eene ge-
11, 5 '
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heel geslotene ruimte volkomen vult en op wier opperviakte
drakking wordt uitgeoefend. Op de zeer kleine vlakte-uitgebreid-
heden v'env” is dan de drukking ¢’ v’ enc”o”; hare richting
zal loodrecht staan op die vlakte-uitgebreidheden, omdat overal
waar geen wrijving wordt opge-
wekt — en dit was omtrent de
vloeistoffen onze eerste vooronder-
stelling — de weerstand, die de
lichamen tegen elkander uitoefe-
nen, gericht is volgens de nor-
maal op hunne elkander rakende

“oppervlakken.
Beschouwen wij verder o' en
Fig. 18. v” als grond- en bovenvlak van
een kleine zuil vloeistof, en une-
men wij aan, dat zij met de ribben dier zuil de hoeken a’ en
" maken, dan zal de zuil in de richting dér ribben tegen
haar bovenvlak een drukking 4@’ = ¢’ v’ cos. @’ en tegen haar
grondvlak een drukking d”"=—c" v” c0s. @" ondergaan. Daar de wrij-
ving langs de zijwanden nul is, zal dan de zuil slechts in
evenwicht kuunen zijn als die beide drukkingen elkanders wer-

king vernietigen, dus, als

" N

¢' v cos. a' =c" v" cos. a”

is. Maar v’ cos. @' en v” cos. @” stellen beide de loadrechte door-
snede van den zuil voor. Zij zijn dus aan elkander gelijk,
zoodat ook

[
zijn zal.

Daar nu v' env” geheel willekeurig aangenomen deeltjes van
de vloeistof voorstellen, en men elk paar deeltjes op deze zelfde
wijze kan beschouwen als grond- en bovenvlak van een kleine
zuil vloeistof,  geldt in het algemeen de stelling, dat

als een vloeistof in evenwicht is onder den
invloed van op hare opperviakte drukkende
krachten, de grootte van die drukking op de
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eenheid van vlakte-uitgebreidheid overal in
die vloeistof dezelfde is.

Bij het bewijzen van deze stelling hebben wij voor het
‘evenwicht van de zuil vloeistof de voorwaarde gesteld, die voor
het evenwicht van een absoluut vast lichaam geldt. Dit was
geoorloofd, omdat de evenwichtstoestand der vloeistof niet
zal ophouden te bestaan, als een gedeelte eensklaps in een
absoluut vast lichaam veranderd 1is; dat de vloeistof niet
elastick was hebben wij toch in de tweede plaats (§ 29) on-
dersteld. :

Het kan niet overbodig geacht worden hier uitdrukkelijk te
doen opmerken, dat bij deze beschouwing de werking van de
zwaartekracht op de deeltjes der vloeistof geheel buiten reke-
ning is gebleven. '

81. De in de voorgaande § bewezen stelling leidt onmid-
dellijk tot een voor de praktijk belangrijk resultaat

Zij toch B (Fig. 79) een ballon, die twee cirkelvormige
openingen heeft van verschil-
lende doorsnede, en dat die
openingen de grondvlakken
vormen van holle cylinders,
waarin zich zuigers waterdicht
op en neer bewegen. Als dan
die ballon volkomen gevuld
is met een vloeistof, zoodat
deze de platte grondvlakken
der zuigers aanraakt, dan
zal, volgens die stelling, eene
drukking, op den kleinsten

Fig. 79. zuiger uitgeoefend, onveran-

derd overgaan op ieder ge-

deelte van den grootslen, dat een even groote vlakte-uitgebreid-
heid heeft.

Noemt men 4 de drukking op den kleinsten, D de druk-
king tegen den grootsten zuiger, V en V' de inhouden van
hunne grondvlakken, dan zal
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a b grenzende gedeelte van het grondvlak veel grooter is dan langs het aan
¢ d grenzende.

Ook zullen de drie resultanten der volgens de assen ontbondene drukkin-
gen in het algemeen in verschillende punten van het grondvlak aangrij-
pen, zoodat zij niet steeds tot eeme eind-resultante kunmen worden samen-

gesteld.

De uitkomsten, in deze § verkregen, gelden, welke ook de
vorm zij van de geslotene ruimte, die met vloeistof gevuld is.
Zij gelden dus, ook als deze bestaat uit twee holle cilinders,
waarin  zich de zuigers op en neer kunnen bewegen en wier
inwendige ruimten door een buis met elkander in gemeenschap
zijn. Hydraulische pers.

Weerstands-arbeid en beweegkrachts-arbeid zijn ook hier, als
beide zuigers zich gelijkmatig bewegen, aan elkander gelijk.
Want terwijl het aangrijpingspunt van 4 den weg [ aflegt, wordt
het aangrijpingspunt van D slechts l% lengte-eenheden in
de richting van D verplaatst, omdat de eene zuiger in dat ge-
val een kolom water V ! wegdrukt, die een cilindervormige

: . . v
ruimte, wier grondvlak V' is, slechts tot eene hoogte lv kan

aanvullen. :

De nuttige arbeid zal echter wederom slechts een deel van
den beweegkrachts-arbeid zijn. Wil men nagaan welk deel van
dezen wordt besteed om de wrijving te overwinnen, dan moet
men omtrent de wijze, waarop de zuigers zich waterdicht in
de cilinders bewegen, eene bepaalde vooronderstelling maken.
Heeft bijv. die sluiting plaats door middel van een lederen ring,
die zoo omgebogen is dat het eene gedeelte van zijne opper-
vlakte a & (Fig. 81) tegen den zuiger en het andere gedeelte
¢d tegen den wand van den cilinder wordt gedrukt door de
vloeistof zelve, dan zal in het product N f, dat de wrijving
voorstelt, N de drukking zijn, uitgeoefend op een cilinder-
vormig oppervlak, dat de omtrek van den zuiger tot loodrechte
doorsnede en @b tot hoogte heeft. Beide zuigers bieden eene
op deze wijze te berekenen weerstand, die door  de beweeg-
kracht moeten worden overwonnen.
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Is bij beide cilinders a =4 de hoogte van het cilinder-
vormig oppervlak, langs hetwelk ‘de ring den zuiger raakt, en

Fig. 81.

d de drukking, die de vloeistof op de eenheid van vlakte-uit-
gebreidheid uitoefent, R de straal van den grooten, r die van
den kleinen zuiger, dan is de wrijving bij den eerstgenoemden

Nf=2aRkidf
en bij den laatstgenoemden
nf=Rmnrkdf

Als dan K de kracht is, waarmede men den kleinen zuiger
naar beneden drukt, dan is .

K—2narkdf=mnr*d
de op de vloeistof uitgeoefende drukking, en
R?
(K—2narhdf) 5 =nR2d
r

de grootte van hare werking tegen het grondvlak van den
grooten zuiger. Daar deze nog de wrijving van den grooten
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zniger moet overwinnen zal de last, die inderdaad door mid-
del van K gelijkmatig kan worden opgeheven, slechts

L==aR*d—2aRidf

zijn.
De wrijving in aanmerking nemende is dus
—2ty
L_R—2eRif_R*f( "R
K_rf—:lr/t/'__r2 l+2éf '
tr

Terwijl de kleine zuiger den weg [ aflegt, doorloopt de

groote slechts den weg ! —. De aan dezen beweegkrachts-arbeid

R
K ! beantwoordende nuttige arbeid is dus

ﬁ' [
L l KRz ————al_zﬁ/ 2l ——l_z-—le
R2 r2 h "R T h )
L+2-f 1+2—f
r r .
Voorbeelden.

11. Op den kleinen zuiger van een hydraulische pers drokt een kracht
van § kil. '

De grondvlakken der zuigers hebben stralen van 1 en 15 centimeters, ter-
wijl de hoogte van den afsluitingsring langs den grooten zuiger 1 centim. en
laugs den kleinen 0.6 centim. bedraagt.

Men vrasgt naar de grootte van de last, die door den grooten zmiger met
gelijkmatige snelheid kan worden opgeheven, en naar het gedeelte van den
beweegkrachts-arbeid, dat nuttig wordt aangewend. (f= 0.15.)

Antw. L = 934,3 kil. De nuttige arbeid is 83°%, van den beweegkrachts-arbeid.

12. Bij een kaapstauder, wiens grondvlak een straal heeft van 1 decime-
ter en wiens gewicht 200 kil. bedraagt, wordt de slijting van de pan, waarin
hij stast, voorkomen, doordien tusschen deze en het grondvlak zich een
ruimte bevindt, die met water gevuld is.

Hoe groot is het moment van de wrijving, die men bij het gebruik van
dit werktnig heeft te overwinnen, als de lederen ring, die hem waterdicht in
de pan doet sluiten, een hoogte heeft van 1.5 centim.? — en hoeveel ver-
schilt het van het moment, dat men bij eene inrichting als de in Deel I,
§ 54 beschrevene, te overwinnen heeft? (f=0.2).

Antw. Het moment der wrijving is 14 kil. werkende aan een hefbooms-

arm van 10 centimeter; het is ,%; van het moment, dat in de laatste
plaats is genoemd.



’ ZESDE HOOFDSTUK.

Over de drukking; die de vloeistoffen in den loesland
van evenwichl door hun eigen gewichl uiloefeuen.

32. Als de deeltjes van een vloeistof onder de werking van
eenige krachten in evenwicht zijn, dan zal de vrije oppervlakte
dier vloeistof in elk punt loodrecht moeten zijn op de richting
van de resultante der krachten die op het aldaar zich bevin-
dende deeltje werken. Is toch in eenig punt aan deze voor-
waarde niet voldaan, dan zal men die resultante kunnen
ontbinden in twee krachten, waarvan de eene de oppervlakte in
dat punt raakt. Hoe klein nu ook deze ontbondene moge uit-
vallen, zij zal, daar de wrijving van de deeltjes langs elkander
nul is, steeds in staat zijn het in dat punt zich bevindende
deeltje in beweging te brengen.

Is de in een vat zich bevindende vloeistof in
rust, terwijl op haar alleen de zwaartekracht
werkt, dan zal dus hare vrije oppervlakte hori-
zontaal zijn. - '

Draait daarentegen dit vat om eene vertikale as, dan zal,
als de deeltjes in evenwicht zijn, de vrije oppervlakte hol zijn.
Die oppervlakie moet dan toch in elk punt loodrecht zijn op
de resultante van de zwaartekracht en de middelpuntvliedende
kracht, die op het in dat punt zich bevindende deeltje werkt.

Is een vloeistof, die een bol bedekt, in rust, onder de wer-
king van de aantrekkingskracht, die de bol op haar uitoefent,
dan zal hare oppervlakte zelve ook bolvormig zijn, omdat zij
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dan alleen in elk punt loodrecht staat op de richting der kracht,
die op hare deeltjes werkt. 4

Wentelt daarentegen de bol om een as, dan zal de ge-
daante dier oppervlakte van de bolvormige afwijken. Want zij
zal dan in elk punt loodrecht moeten zijn op de resultante van
de zwaartekracht en van de middelpuntvliedende kracht, en
deze resultanten, die niet allen door een zelfde punt gaan,
kunnen niet allen normalen van een bol zijn. Daar de grootte
‘van de laatstgencemde kracht met den afstand van de polen
toeneemt en hare richting met die van de eerstgenoemde niet
steeds denzelfden hoek maakt, zal beider resultante in de ver-
schillende punten van denzelfden meridiaan niet evenveel van
de vertikaal afwijken. Beide omstandigheden zal men moeten in
rekening brengen als men de gedaante van de vrije opper-
vlakte ‘der vloeistof wil bepalen, die in de verschillende pun-
ten van den bol loodrecht op die resultante zijn zal.

Indien de aarde een volkomene bol en met water geheel bedekt was, zou
de opperviakte van dit water van de bolvormige reeds sterk afwijken. Nu zjj
daarenboven zelve aan de polen is afgeplat, zal die afwijking nog grooter zijn.
Alleen asn de polen en onder den Aequator zal die oppervlakte loodrecht
ziin op de vertikaal.

Voorbeelden.

13. Als een glas water bﬁ een hellend vlak neerglijdt, dat een hoek van
35° maakt met den horizon, welken stand sal dan de oppervlakte van dat
water aannemen P

Antw. De resultante van het gewicht en van den traagheids-weerstand zal

een hoek van 85° maken met de vertikaal van het zwaartepunt;
dus zal de oppervlakte met het hellend vlak evenwijdig zijn.

14. Welken stand zal de oppervlakte van dat water aannemen, als men de
wrijving van het glas over het hellend vlak in rekening brengt en f = 0.2
stelt?

Antw. Het zal met den horizon een hoek maken van 23° 41’ 241",

33. Is een vloeistof, onder den invloed van haar eigen ge-
wicht alleen, in evenwicht, dan ondervindt elk harer deeltjes
zoowel opwaarts als benedenwaarts eene drukking, wier grootte
alleen afhangt van den afstand waarop het beneden de vrije

oppervlakte ligt.
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Beschouwen wij een deeltje a als het grondvlak van een
cilinder (Fig. 82) vloeistof, wiens bovenvlakte met de vrije
oppervlakte samenvalt. De horizontale drukkingen tegen de
wanden van dien cilin-
der vernietigen elkan-
der; dus zal er even-
wicht zijn als de krach-
ten, die in vertikale
richting op hem wer-
ken, gelijk en tegen-
overgesteld gericht zijn.
Daar nu de cilinder
a b door zijn gewicht
naar beneden wordt ge-
drukt, zal de drukking opwaarts, die zijn grondvlak onder-
vindt, ook gelijk aan dat gewicht moeten zijn. Voor deeltjes,

" SRS i
s'

e
i
P

Fig. 82.

die op verschillende afstanden beneden de vrije oppervlakte der
vloeistof liggen en die dezelfde uitgebreidheid hebben, zullen dus
de drukkingen zich verhouden als die afstanden. _
Hetzelfde zal nog het geval zijn voor een deeltje, dat niet
loodrecht beneden de vrije oppervlakte ligt, voor het deeltje ¢
bij voorbeeld. In de eerste plaats wordt het naar beneden ge-
drukt door het gewicht van den cilinder ¢ 4. Maar deze onder-
vindt zelf eene drukking benedenwaarts. Immers het gedeelte d
van den wand oefent op hem eene tegendrukking uit, die (D.T.
§ 10) gelijk is aan de drukking, die het zelf ondergaat. En
deze zal voorgesteld worden door het gewicht van een cilinder
vloeistof die & tot grondvlak en A C tot hoogte heeft, omdat
de vloeistof ABCD met zijn gansche gewicht drukt op de
vloeistof D EF G en daardoor elk gedeelte van den wand een
even groote drukking ondergaat als een even groot gedeelte
van het grondvlak C D (§ 30). In het geheel dus wordt ¢ be-
nedenwaarts gedrukt door het gewicht van de zuil vloeistof, die
¢ tot grondvlak en de diepte van ¢ beneden de vrije opper-
vlakte tot hoogte heeft, — en eenc even groote kracht zal dat
deeltje opwaarts moeten drukken, wil het in evenwicht zijn.
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Nog geldt hetzelfde voor een deeltje e, dat beneden den
schuins gerichten wand FG ligt. In de eerste plaats drukt
daarop weder het gewicht van een cilinder vloeistof e f. Deze
zelf ondervindt daarbij nog eene drukkiﬁg, gelijk aan de in
vertikale richting vallende ontbondene van de tegendrukking,
die de wand langs [ uitoefent. Nemen wij aan dat dit
deeltje zeer klein is, dan mogen wij vooronderstellen dat over
zijne gansche uitgestrektheid de drukking standvastig is. De
drukking, die het in het geheel ondervindt, is dan gelijk aan
het gewicht van den cilinder die f tot grondvlak en A C tot
hoogte heeft. Hare in vertikale richting vallende ontbondene
wordt, als « de hoek is dien FG met den bodem maakt, ver-
kregen door dat gewicht met cos. « te vermenigvuldigen. Maar
[ cos. « —=¢; dus zal deze ontbondene het gewicht zijn van den
cilinder wiens grondvlak e en wiens hoogte A C is. Beneden-
waarts wordt derhalve het deeltje e in het geheel gedrukt door het
gewicht van den cilinder, die dat deeltje tot grondvlak en zijne
diepte beneden de vrije oppervlakte tot hoogte heeft; en zal
het in evenwicht zijn, dan moet de opwaarts gerichte drukking,
die het ondervindt, even groot zijn.

Alle punten, die in eene vloeistofin hetzelfde
horizontale vlak liggen, ondervinden, als deze
vloeistof inevenwicht is,eene even groote druk-
king. .

Hieruit volgt onmiddellijk, dat in vaten die door buizen met
elkander in verband staan en in communiceerende bui-
zen de vrije oppervlakten van de vloeistof, waarmede zij ge-
vuld zijn, moeten liggen in een zelfde horizontaal vlak. Zijn
de beenen van communiceerende buizen gevuld met vloeistoffen,
die verschillend specifiek gewicht hebben, dan zullen de hoog-
ten, waartoe zij gevuld zijn, in den toestand van evenwicht -
omgekeerd evenredig zijn met de grootten dier specifieke ge-
wichten. ‘

In de tweede plaats kan men uit het in deze § behandelde
gemakkelijk afleiden, dat de drukking, die de in evenwicht

- zijnde vloeistof op den bodem van het vat uitoefent, ge-
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lijk is aan het gewicht van een zuil vloeistof
die dezen bodem tot grondvlak en zijn afstand
beneden de vrije oppervlakte tot hoogte heeft.
34. Volgens het in de vorige § ontwikkelde, ondergaat, als

¢ het specificke ge-

wicht der vloeistof is,

het deeltje @, van den

vlakken zijwand GF

(Fig. 83) een normale

drukking d—=2¢a, z,,

het deeltje «, een nor-

male drukking D'=

sa; 2, enz. Noemt

men de gansche druk-

Fig. 83. king D, dan is

D=JSsaz—=sZaxz.

omdat de drukkingen evenwijdig zijn.

Maar (D.I vergl. 23) als ZH de loodlijn voorstelt unit het
zwaartepunt van den zijwand op de vrije oppervlakte neergela-
ten en V de inhoud van dien zijwand, dan is

V.ZH=J a2

Derhalve zal

zijn, dat wil zeggen, de drukking tegen den zijwand
van een vat, dat met een vloeistof gevuld is,
wordt voorgesteld door het gewicht van een
zuil vloeistof waarvan die zijwand het grond-
vlak en de afstand van zijn zwaartepunt tot de
vrije oppervlakte de hoogte is.

De zoo berekende drukking is de loodrecht op dien zijwand
gerichte. De opwaarts werkende kan door vermenigvuldiging
met cos.o uit haar worden afgeleid, en tot deze hare waarde
zou men ook rechtstreeks zijn gekomen, als men bij de bereke-
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ning was uitgegaan van de opwaartsgerichte drukking s a, 2, cos. «,
die eenig element 4, van den zijwand ondervindt.

Om te bepalen hoever het aangrijpingspunt van de resul-
tante der drukking — het middelpunt van druk-
king — verwijderd is van de lijn, langs welke de oppervlakte
der vloeistof den zijwand aanraakt, merken wij op, dat het
moment van de gansche drukking ten opzichte van die lijn
gelijk is aan de som van de momenten der drukkingen in de
verschillende punten van dien wand.

Zij z de gevraagde afstand, 7, de afstand van een wille-
keurig punt a,, Z, die
van een punt g, , enz.
(Fig. 84) dan zal

Dza=2(sazi
of (vergel. 41).
s$VZH.2=23(sazl)
zijn.

Daar verder ZH=

1Zsin. xenz—=1sin.a

sV.GLsinar=—==23 (sal’sin.a)=ssin.« 3 (a 12

waaruit

p—=1(a0)
—V.GZ

Vergelijken wij deze uitdruk king met de vergel. 27 (§ 17),
dan blijkt het, dat ‘

het middelpunt van drukking op den zijwand
van de vrije oppervlakte verwijderd is op een
afstand, gelijk aan de lengte van den mathema-
tischen slinger, die dezelfde schommelinsduur
zal hebben als die zijwand, wanneer hij schom-
melt om de lijn, langs welke hij door de vloei-
stof wordt aangeraakt.
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De in vergel. 42 in den teller voorkomende waarde is die
van het buigings-element (D. I § 79) van den zijwand ten
opzichte van de lijn volgens welke de oppervlakte hem aan--
raakt. Noemen wij dit B’ en het buigings-element ten opzichte
van de aan die lijn evenwijdige door het zwaartepunt gaande
as B, dan is (D. I pag. 184)

B=B+ V. GZ.

Door substitutie dezer waarde gaat de vergel. 42 over in
deze

43 .. r=Glh4+ ——
z MR YA

in deze gedaante doet zij zien,
dat het middelpunt van drukking des te nader
komt bij het zwaartepunt, naarmate den afstand

GZ, waarop dit beneden de oppervlakte ligt,
grooter is.

_Voorbeelden.

15. Een dijk, wiens vertikale doorsnede een gelijkbeenig trapeziam is, heeft
een hoogte van 3 meters, terwijl zijn kruin 2 meters breed is.

Hoe breed moet die dijk zijn asn zijn grondvlak, als hij niet sal verschai-
ven wanneer het water wast tot aan zijn kruin?

(spec. gew. van de specie s = 1.6 en van het water 1. Wrijvings-coéffi-
cient: 0,8).

Antw. Het grondvlak zal meer dan ‘3,8 meters breed moeten zijn.

16. Hoe hoog zal men den in het vorige vraagstuk genoemden dijk kunnen
maken zonder dat hij gevaar loopt door de drukking van het water te worden
omvergeworpen en vooronderstellende dat men zijn grondvlak 4 meters breed
heeft gemaakt ?

Antw. 5 meters ruim.

(Ter oplossing van het 154° vraagstuk merke men op, dat de dijk tegen
zijn grondvlak wordt gedrukt door zijn eigen gewicht en door de in vertikale
richting vallende ontbondene van de drukking tegen den zijwand. Hij wordt
daarentegen opgelicht door de drukking van het water tegen zijn grondvlak,
daar dit zeker in communicatie is met het tegen den dijk staande water. De
algebraische som van deze krachten is de normale drukking en met haar is
de wrijving tegen het grondvlak gegeven. Van verschuiving zal eerst sprake
zijo, als deze wordt overwonnen door de in horizontale richting vallende ont-
bondene van de drukking tegen den zijwand.
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Bij de oplossing van het 16de vrugsfuk bedenke men, dat er evenwicht
zijn zal, als de som van de momenten van alle op den dijk werkende krach-
ten ten opzichte van de landwaarts gelegene grondlijo nul is. Het stabiliteits-
moment van den dijk ten opzichte van deze as van omkanteling bestaat uit de

+ som van twee momenten, te weten: uit het moment van het gewicht ver-
minderd met de opwaarts gerichte drukking tegen het grondvlak en uit dat van
de vertikale ontbondene der drukking op den zijwand, die aangrijpt in 't mid-
delpunt van de drukking. Het moment van de in horizontale richting vallende
ontbondene dezer drukking tracht dit stabiliteits-moment te overwinnen).

Is de wand, die de drukking ondervindt, gebogen, dan zal nog
steeds de in vertikale richting vallende ontbondene van die druk-
king gelijk zijn aan het gewicht van een zuil water, die den
wand tot grondvlak heeft en wier bovenvlak ligt in de vrije
oppervlakte van de vloeistof.

Zij toch v een element van-het gebogen vlak, z zijn diepte
‘beneden de vrije oppervlakte en s het speciiek gewicht der
vloeistof, dan zal de in de richting van de normaal op dat ele-
ment werkende drukking door s vz worden voorgesteld. Nemen
wij aan, dat die normaal met de onderling loodrechte assen O X,
OY, OZ, waarvan de laatste vertikaal gericht is, de hoeken
«, (3, 7, maakt, dan is v zcos. y de vertikale drukking, die
het element ondervindt. Daar nu v cos.y de loodrechte door-
snede is van den cilinder, die v tot grondvlak heeft, is
202z cos. 7 het gewicht van de vloeistof die boven v staat. Daar
voor alle elementen hetzelfde geldt, heeft dus de gansche ver-
tikale drukking de bovengenoemde waarde.

De in de richting van OX werkende drukking wordt door
8 2 v 2 cos. « voorgesteld. Maar het vlakte-element maakt met het
vlak XIJ den hoek « omdat zijn normaal dien hoek maakt
met de as OX; v cos. « is dus de projectie van dat element en
2 vcos.a de projectie van het gansche gebogen vlak op het
vlak XIJ. Derhalve stelt 2 v zcos.c de som voor van de
produkten, die verkregen worden door elk element van die pro-
jectie met zijnen afstand van de vrije oppervlakte te vermenig-
vuldigen, en wij weten (D. I § 37) dat deze som gelijk is aan
het product van die gansche projectie met de loodlijn, wit zijn
zwaartepunt op die vrije oppervlakte neergelaten. De grootte
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van de gansche in de richting van OX werkende drukking
zal dus ¢ V.4 zijn, als V, de genoemde projectic en 4" de
lengte dier loodlijn .is, terwijl men voor de in de richting
van QIJ vallende ontbondene op dezelfdle wijze sV, 2" zal
vinden.

Als dus een vat van willekeurige gedaante gevuld is met een
vloeistof, dan zal de resultante van al de drukkingen, die de
verschillende deelen der wanden ondervinden, eene vertikaal
benedenwaarts gerichte kracht zijo, die gelijk is aan het ge-
wicht van de zich in het vat bevindende vloeistof. Want de
drukking in de richting van de as OX heeft zoowel links als
rechts de absolute waarde ¢ V, %', en evenzoo de drukking in
de richting van OIJ zoowel naar voren als naar achteren de
absolute waarde sV, 4" Er blijft dus niets over dan de ver-
tikale drukking & 2 v cos. 7, die, gelijk ‘wij zoo even reeds za-
gen, het gewicht voorstelt van de gansche op de verschillende
deelen van den wand staande vloeistof.

Heeft het vat eene cilindervormige gedaante, dan zal eene
even groote tegendrukking door den bodem alleen worden uit-
geoefend ; in elk ander geval door den bodem en de zijwanden
te zamen. Is het vat zoowel naar boven als naar beneden ver-
nauwd, dan zullen de vertikale drukkingen op twee vlakte-
elementen, die op dezelfde vertikaal liggen, in teeken ver-
schillen; hun algebraische som zal het ‘gewicht zijn van de
zuil vloeistof, die het laagst gelegen element tot grondvlak
heeft.

35. Stellen wij ons voor, dat eenig lichaam geheel of ge-
deeltelijk in een vloeistof gedompeld is, dan zal de drukking,
die door deze op zijn oppervlakte wordt uitgeoefend, geheel de-
zelfde zijn als de tegendrukking, waarover wij aan het einde
der vorige § spraken. Zij zal eene vertikaal opwaarts gerichte
kracht zijn, wier grootte gelijk is aan het gewicht van de
vloeistof, die door het ingedompelde lichaam wordt verplaatst.

Immers tegenover de horizontale drukkingen + s V.4 en
+ ¢V, 4" in de richtingen OX en OIJ staan weder de even
groote tegenovergesteld gerichte drukkingen — sV, 4 en
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¢ Vy A", zoodat alleen de opwaarts gerichte ¢ = v cos. y & de re-
. sultante is. -

En deze is niets anders dan het gewicht van de verplaatste
vioeistof. Is toch het lichaam geheel ingedompeld dan
komt in deze som te gelijk met eenig vlakte-element, dat een
drukking opwaarts ondervindt, een ander, op dezelfde ver-
tikaal gelegen element voor, dat in tegenovergestelde rich-
ting gedrukt wordt. Het verschil van beide krachten zal het
verschil zijn van de gewichten der zuilen vloeistof die de
gemeenschappelijke projectie v cos.7 van beide elementen op
de vrije opperviakte tot grondvlak en hunnen afstand bene-
den deze tot hoogte hebben; d. w. z., het zal gelijk zijn
aan een zuil vloeistof, wier grondvlak het eene en wier boven-
vlak het andere element is. Is het lichaam slechts ge-
deeltelijk ingedompeld dan komen er in het algemeen
onder het teeken 3 behalve gepaarde elementen als de zoo
even genoemden nog andere voor, die opwaarts worden ge-
drukt door een kracht sv cos. y 4 terwijl op hun vertikaal een
element ligt dat niet ingedompeld is en dus ook 'geene druk-
king benedenwaarts ondervindt. Daar %4 de afstand is waarop
zulk een element ligt beneden de vrije opperviakte, zal dus
ook weder eder dezer termen tot de geheele opwaarts gerichte
drukking zooveel bijdragen, als het gewicht bedraagt van de
zuil vloeistof, die de projectie van dat element op de vrije
oppervlakte tot grondvlak en zijn afstand beneden haar tot
hoogte heeft. De som van deze termen zal dus wederom het
gewicht voorstellen van de zuil vloeistof, die de som der ge-
noemde elementen tot bovenvlak en de som van hunne pro-
jectién op de vrije oppervlakte tot grondvlak heeft. Dus wordt

een lichaam, datin een vloeistofis gedompeld,
naar boven gedreven door een kracht, die gelijk
is aan het gewicht van de verplaatste vloei-
stof.

Is het absolute gewicht van het lichaam grooter dan dat van
een volume vloeistof gelijk aan het zijne, dan zal het in die
vloeistof zinken. In het tegenovergestelde geval zal het daarin

1. [}
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drijven, waarbij dan van zijn gansche volume zooveel onder de
vrije oppervlakte zal liggen, dat het gewicht van de daardoor
verplaatste vloeistof aan het gansche absolute gewicht van het
‘lichaam gelijk is.

De omstandigheid, dat een lichaam, als het geheel is inge-
dompeld in een vloeistof, juist zooveel van zijn gewicht schijnt
te verliezen als het gewicht bedraagt van een volume vloeistof
gelijk aan het zijne, geeft een eenvoudig middel aan de hand
om van elk willekeurig lichaam den inhoud te bepalen. Is
toch s het gewicht van de kubieke eenheid der vloeistof, V
het volume van het lichaam, P zijn gewicht in de lucht, P’
zijn gewicht in de vloeistof, dan is

sV=P—P
of .
PP

8

V=

Kent men dus het gewicht van de kubieke eenheid vloeistof
dan ‘zal het getal, dat uitdrukt hoeveel malen dit begrepen is
in het gewichtsverlies, tevens uitdrukken hoeveel van die een-
heden het lichaam bevat.

Is ' het gewicht van de kubieke eenheid der stof, waaruit
het lichaam bestaat, dan is

P=Vy
waaruit -
,_ P
=
v
of, na substitutie van de zoo even gevondene waarde voor V
, P
s’ = .
P—P

Geschiedt dus de bepaling van het gewichtsverlies terwijl
het lichaam gedowpeld is in zuiver water, — wordt dus s =1 —
dan zal het getal, dat uitdrukt hoeveel malen het gewichtsver-
lies in het gewicht begrepen is, onmiddellijk in dezelfde een-
“heid het gewicht uitdrukken van de kubieke eenheid der stof,
waarnit het lichaam bestaat.
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Om het specifiek gewicht eener vloeistof te bepalen zal men
een lichaam, waarvan men het absolute gewicht kent, slechts
behoeven te wegen, terwijl het beurtelings is gedompeld in de
vloeistof en in die, aan wier kubieke eenheid men de eenheid
van gewicht toekent. Het getal, dat aangeeft hoeveel malen het
laatste gewichtsverlies in het eerste begrepen is, zal dan tevens
vitdrukken hoeveel in diezelfde gewichts-eenheden de kubieke
eenheid der vloeistof weegt.

Daar een lichaam in een vloeistof drijft als het zoover is
ingedompeld, dat het gewicht van de verplaatste vloeistof ge-
lijk is aan het zijne, zullen de diepten, waarop een cilinder-
vormig lichaam in verschillende stoffen zinkt, omgekeerd even-
redig zijn met de gewichten van gelijke volumina dezer vloei-
stoffen. Araeometers met constant gewicht.

Zorgt men daarentegen, door telkens zijn gewicht te veran-
deren, dat een cilindervormig lichaam in verschillende vloei-
stoffen steeds even ver is ingedompeld, dan zullen de gewich-
ten, die het bij die verschillende proefnemingen heeft, rechs-
streeks evemredig zijn met de gewichten van gelijke volumina
dezer vloeistoffen. Araeometers met constant volume.

36. De richting van de drukking opwaarts, die een vloei-
stof op een in haar drijvend lichaam uitoefent, gaat door het
awaartepunt van het volume der verplaatste vloeistof. De lig-
ging van haar aangrijpingspunt hangt dus alleen af van den
vorm, dien het ingedompelde deel des lichaams heeft, en niet
van_de wijze, waarop de massa daarin verdeeld is. Zal het li-
chaam in evenwicht zijn, dan is het noodig dat zijn eigen
swaartepunt wet dat aangrijpingspunt ligt op dezelfde verti-
kaal. De lijn, die door deze beide punten gaat, noemt men de
as van 't drijvende lichaam, een vlak, dat loodrecht op haar

‘staat en samenvalt met de vrije oppervlakte der vloeistof, zijn
drijfvlak.

Wordt het zwaartepunt van het lichaam verplaatst — bijv. van
een schip door eene verandering in de ligging van de lading —
dan zal dus tevens de as van richting veranderen, en het
lichaam, in den evenwichtstoestand terugkomende, in een an-
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deren stand gaan drijven. Toch zal daarbij de as niet gaan
door het nieuwe zwaartepunt en het vroegere aangrijpingspunt
van de opwaarts gerichte drukking. Immers, zoodra het lichaam
van stand verandert, ondergaat tevens het ingedompeld volume,
schoon zijn grootte onveranderd blijft, eene verandering van
gedaante en met deze ook het zwaartepunt van dat volume.
Blijft het zwaartepunt van de drijvende massa bij eene zoo-
danige verplaatsing onder het zwaartepunt van de verplaatste
vioeistof, dan zal het lichaam in stabiel ‘evenwicht zijn; want
wijkt het even van den stand af waarbij het in evenwicht is,
dan zal er een koppel ontstaan, dat het tot dien stand tracht
terng te voeren. Toch is zulk een verplaatsing als zij een ge-
laden schip treft — het werken der lading — een
ramp te noemen, daar het, naar eene zijde overhellende, miet
meer aan het roer gehoorzaamt en zoodoende een speelbal wordt
van wind en golven.

Het geval kan zich echter voordoen, dat het zwaartepunt
van het lichaam zelf niet verplaatst wordt, terwijl het toch
door een van buiten daarop werkende kracht uit zijn evenwichts-
toestand wordt gebracht. Zoo bijv. zal een schip door de drak-
king van den wind tegen de zeilen naar eene zijde gaan over-
hellen. Ligt nu het zwaartepunt boven het aangrijpingspunt,
en bij sommige vaartuigen, wier zeilen, vooral bij nat weder,
in betrekking tot het gewicht van het schip zelf zeer zwaar
zijn, is dit lichtelijk het geval, dan zou een oppervlakkige be-
schouwing tot het besluit kunnen voeren, dat het schip nood-
zakelijk moet omslaan. Immers het gewicht van het geheel ,
dat in het zwaartepunt aangrijpt, en de opstuwende kracht
vormen alsdan een koppel die dit omslaan zal trachten te be-
werken. Toch leert eene meer aandachtige beschouwing het door
de ervaring bevestigde tegendeel kennen als het gevolg van de
verplaatsing, die bij een overhellen naar eene zijde ook het
aangrijpingspunt van de opstuwende kracht ondervindt.

Zij in Fig. 85 het lichaam voorgesteld in zijn hellenden
stand, A B de as, die met de vertikaal samenvalt als het in
evenwicht is, K in dien evenwichts-toestand het aangrijpings-
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punt der opstuwende kracht, Z het zwaartepunt van het lichaam.
Toen het lichaam dreef in den toestand van labiel evenwicht,
was het gedeelte C B D ingedompeld; in den hellenden stand,

. Fig. 85.

dien het thans heeft, is echter links van de as een gedeelte
COE boven de vloeistof gekomen, terwijl rechts van de as
een even groot volume FOD, dat vroeger boven de vloeistof
zich bevond, nu ingedompeld is. Het aangrijpingspunt der
evenwijdige opstuwende krachten zal dus rechts van K, bijv.
in I, komen te vallen.

Het gewicht G en de opwaarts gerichte drukking P zullen
dus, zoolang het punt 8, waar de richting van deze de hellende
as A B snijdt, boven het zwaartepunt Z ligt, een koppel vor-
men, dat het lichaam naar den evenwichts-toestand tracht terug
te voeren.

Wij zullen de grootte van dat koppel bepalen voor den schuin-
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schen stand, waarbij de as met de vertikaal den hoek « maakt.
Daarbij zullen wij aannemen, en in de practijk, bij schepen
bijv., is dit meestal ten naastenbij het geval, dat het lichaam
niet alleen symmetrisch is ten opzichte van een vlak dat door
de as AB en loodrecht op C D gebracht wordt, maar dat
daarenboven de ingedompelde volumina evenredig zijn met
de in doorsnede als zoodanig voorkomende vlakte-uitgebreid-
heden.

Zoowel in den nieuwen als in den ouden stand is de grootte
van de opstuwende kracht P gelijk aan het gewicht G van het
lichaam. Wij hebben dus reeds dadelijk voor het gevraagde
moment de uitdrukking:

4. .. .. M=G.NZ=G.SZsin .
Ter bepaling van de waarde van SZ merken wij op, dat
(KZ+SZ)sin.a=KL

en dat KL de hefboomsarm is van het moment, dat de op-
waarts gerichte drukking in den nieuwen stand heeft, ten op-
zichte van het punt K, waar die drukking vroeger aangreep.
Het moment nu van de nieuwe drukking of P x K L is gelijk
aan ‘dat van de oude, vermeerderd met dat van de drukking
die ontstaan is door de indompeling van F O D, en verminderd
met dat van de drukking, die vroeger ontstond doordien COK
zich toen onder de opperviakte der vloeistof bevond. Ten op-
zichte van het punt K is het moment der vroeger opstuwende
kracht nul, en de genoemde vermeerdering en vermindering,
die beide evenredig zijn aan de vlakte-uitgebreidheden F O D
en COE, vormen te zamen een koppel, werkende aan den
hefboomsarm X Y.

. Wij hebben dus, als wij aannemen dat COE en FOD cir-
kel-sectoren zijn, die OC tot straal hebben en OC.a tot
boog,

sin. Lo

P<KL=5.100«.XY=¢.200C%.«. .
: 7
als & het specifiek gewicht is van de vloeistof.
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Stelt nu V de uitgebreidheid van de gansche ingedompelde
vlakte EBDF voor, dan is

P=s.V
en dus
0Cs  sin )« 0cCs -
KL_3 Vv 7 Ta =32. v 2 sin. } e,

Subsitueert men deze waarde in de vergel. (44) dan wordt zij

0Cs ®
KZ+8%)sina=3}. - 2sin i a,
waaruit
' 0C 2sin la
S—2 —  —2* _
L=3 v sin. o Kz
of
CD® 2sin }ea
: SL= 03V e LE

Voor kleine waarden van « dus is, omdat men daarvoor
2 sin. L a = sin. a kan stellen,

__CDs
4 ... .. . St=r5 — K2

en dus de afstand van S tot Z onafhankelijk‘van de grootte
van dien hoek.

Voor kleine schommelingen, die een drijvend
lichaam maakt om den evenwichts-stand, blijft
dus het punt, waar de as door de vertikaal van
het zwaartepunt der verplaatste vloeigtof wordt
gesneden, steeds op denzelfden afstand van het
zwaartepunt van het lichaam.

Men heeft dat snijpunt het metacentrum genoemd.

3
Is SZ positief, dus %} K Z, dan zal het in vergel. 44

voorgestelde moment, het lichaam trachten terug te brengen in
den stand van evenwicht. Ligt dus het metacentrum boven het
zwaartepunt, dan zal ook na een afwijking grooter dan die



88 § 36. Over het drijven der lichamen,

waarvoor men 2 sin. + « — #in. @ mag stellen het lichaam te-
rugkeeren tot dien stand. Want alsdan is 2 sin. L a > sin.
en dus de eerste term in de meer nauwkeurige uitdrukking

voor S Z grooter dan

12V’

Waar het metacentram van eenig lichaam gelegen is, laat
zich, zelfs met behulp van de vergelijking 45, moeilijk be-
palen. Want de waarden van V en C D kunnen alleen bij pris-
matische lichamen met juistheid worden in rekening gebracht.
Bij alle lichaggen, wier gedaante afwijkt van de prismatische, .
zijn beide waarden verschillend voor de verschillende vertikale
doorsneden. Eene practische bepaling echter, die dus in de
meeste gevallen de voorkeur verdient, grondt zich op de vol-
gende zeer eenvoudige beschouwing. Als men, terwijl het lichaam
drijft met vertikaal gerichte as, in U (Fig. 85) een gedeelte
van zijn massa wegneemt, waarvan p het gewicht is, en het
verplaatst naar V, dan zal de as voor een oogenblik den schuin- -
schen stand A B aannemen, om, als het metacentrum ligt bo-
ven het zwaartepunt, spoedig daarop weder terug te keeren tot
den vertikalen stand.

Daar er nu, volgens vergel. 44, een moment

M=G.8Zsin
wordt vereischt om het lichaam in dien stand te brengen ,
waarbij de as met de vertikaal den hoek « maakt, en dit ver-
kregen is door asnwending van het koppel pi. zal

=G .8%Zsin a

»

!

sin. a

of

-
N
w
N
I

Dl~s

zijn.

Verplaatst men dus op een schip een last, wiens gewicht
men kent, van het eene boord naar het andere en neemt men
waar hoeveel de mast daardoor, voor hij zich weder vertikaal
stelt, van dien vertikalen stand is afgeweken, («), dan zal
men door middel van vergelijking 46 den afstand kunnen be-
palen, waarop het metacentrum boven het zwaartepunt ligt.



en de ligging van het metacentrum. 89

Voorbeelden.

17. Tot hoe diep zal een regelmatige pyramide, die 8 decim. hoog is,
zinken in water, als zijn specif. gew. 0.657 kil. bedrasgt en zijn top naar
boven is gekeerd P

Antw. 2.4 decim.

18. In welken toestand van evenwicht verkeert dese pyramide?

Antw. Het zwaartepunt ligt 0.016 decim. boven het ondersteuningspunt.

19. Tot hoe diep sal die pyramide in het water zinken als haar top be-
nedenwaarts is gekeerd, en in welken toestand van evenwicht verkeert zij dan P

Antw. 6.96 decim.en het zwaartepunt ligt 0.78 decim. hoven het stennpunt.

20. Een aracometer weegt 50 grammes en zinkt door een belasting van 4
grammes, 20 millimeters dieper dan het nulpunt in zuiver water.

Hoe ver moeten de strepen van de schaal, die een specif. gewicht 0.95,
0.9, 0.85, 0.8 enz. aanwijzen, boven het nulpunt liggen?

Antw. Als ¢ het spec. gewicht der vloeistof is, zal de ligging der strepen

door de formule 26. IT_‘ in dit geval bepaald worden; dus op een

afstand van 1.32, 2.78, 4.41, 6.25 centim. boven het nulpunt.

21. Fen aracometer van NICHOLsON, die 40 grammes weegt, zinkt in
zuiver water tot het daarop aangebracht teeken als zij bezwaard is met 12
grammes. Welk specifiek gewicht heeft de vloeistof, waarin hij door een be-
lasting met 8 grammes ewen diep zinkt?

Antw. 0.923 ongeveer.
. 22. Als de mast van een schip 12’ afwijkt van den vertikalen stand,

doordien men een last, wiens gewicht i, van dat van het schip bedrasgt,
in de riehting van het eene boord na het andere 8 meters verplaatst, hoe hoog
ligt dan het metacentrum boven het swaartepunt?

Aptw. 8.62 meters ongeveer.



Iv.

DYNAMICA VAN DRUPVORMIGE
VLOEISTOFFEN.

ZEVENDE HOOFDSTUK.

Over het uitstroomen van vloeistoflen door openingen
en door buizen.

- 37. Vooronderstellen wij thans, dat een vat gevuld is met
een vloeistof, en dat men ergens, hetzij in den zijwand, hetzij
in den bodem, een opening maakt wier doorsnede een inhoud
heeft van v vlakte-eenheden. De vloeistof zal dan uit het vat
loopen met een zekere snelheid & die ten gevolge heeft, dat
in den tijd Z een hoeveelheid water wegloopt, wier volume wordt
voorgesteld door vss. De hoogte van den waterspiegel in het
vat zal daardoor in den tijd ¢

lengte-eenheden dalen, als de loodrechte doorsnede van het vat
een inhoud heeft van V vlakte-eenheden.

Bij onze beschouwingen willen wij echter aanvankelijk aan-
nemen, dat v ten opzichte van V klein genoeg is om het er
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voor te mogen houden, dat de hoogte H, waarop de vloeistof
in het vat boven de opening staat, onveranderd blijft gedu-
rende den tijd . '

Om uit het vat te kunnen vloeien moeten de deeltjes vloei-
stof, die nabij de opening liggen, in beweging worden gezet.
De kracht die deze beweging zal veroorzaken is de drukking
van de zuil vloeistof, die boven de opening staat, en deze
heeft, als Z het specifieck gewicht der vloeistof is, v H tot
vitdrukking. In den tijd ¢ doorloopt elk deeltje een weg s/
in de richting van de kracht; want de kracht staat loodrecht
op de opening, en als deze voorzien is van een horizontale
buis, zal in hem het deeltje vloeistof zijnen weg s ¢ afleggen
onder den invloed dier kracht alleen. De in den tijd  vereischte
arbeid is dus (D. I, § 72)

kvH.st

Deze arbeid kan echter ook worden uitgedrukt door (D. II.
§ 10) de toename van de levendige kracht der vloeistof. Daar
zij uit den toestand van rust overgaat in die van bewe-
ging, is de levendige kracht die aan de snelheid & beantwoordt,
in haar geheel toename van levendige kracht. En dewijl de massa

. . . . k .
van het in den tijd ¢ in beweging gebrachte water ;.val is,

(9=9,812...) zal de levendige kracht

k 2
; 03 t;—
zijn.

Uit de gelijkstelling van beide voor den arbeid gevondene

waarden ’
2

év.tt.’—’—-:/a'vHst
g 2
volgt
48 .. ... s=V2gH,

dat wil zeggen:

de snelheid, waarmede een vloeistof door
haar eigen gewicht stroomt uit een vat, is ge-
lijk aan de snelheid, die (D. IL. § 5) een lichaam
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zal hebben verkregen, als het gevallen is van
een hoogte, gelijk aan die waarop de vloeistof
staat boven de opening waar zij uitstroomt.
Deze waarde zal men lichtelijk voor iets te klein houden,
omdat wij hebben aangenomen dat de kracht werd besteed om
deeltjes in beweging te brengen die geheel in rust waren, ter-
wijl zij toch inderdaad reeds aan de dalende beweging van den
waterspiegel deel namen. Maar dit verschil is zeer gering,
vooral als men vooronderstelt, dat de doorsnede van de ope-
ning zeer klein is in verhouding tot die van het vat zelf.
Veel grooter is in elk geval een andere onnauwkeurigheid
in de voor de snelheid gevondene waarde; ook zij is een ge-
volg daarvan dat in de werkelijkheid niet voldaan wordt aan
de vooronderstelling dat gedurende de eenheid van tijd de
kracht constant blijft. Immers zij neemt -voortdurend af, zoodat

de snelheid steeds kleiner dan '2¢H zijn zal.
Door proefnemingen heeft men bepaald welk gedeelte van

V2gH de werkelijke snelheid bij verschillende vloeistoffen is.
De waarden van deze breuken, die men co&fficienten van
snelheid heeft genoemd, zijn in tabellen verzameld. Voor
water is 0.97 zijne waarde.

88. Neemt men aan, dat de vloeistof even hoog staat boven
elk punt der opening, dan wordt de berekening van de hoe-
veelheid vloeistof, die in een sekonde wegvloeit,
zeer eenvoudig. Zij zal gelijk zijn aan den inhoud van een zuil,
die de opening tot grondvlak en de in een sekonde doorloopen
weg tot hoogte heeft.

Maar neemt men aan dat aan elken kleinen rechthoek, wiens
breedte & gelijk aan die der opening en wiens hoogte een zeer
klein deeltje 4 2z van den afstand z tot den waterspiegel is, een
andere hoogte beantwoordt, dan wordt de uitdrukking 6 Zs 4+
de som van een oneindig aantal termen, die elk in 't bijzonder
oneindig klein zijn. De in haar voortkomende snelheid ook in
funetie van de veranderlijke hoogte uitdrukkende, wordt zij

bEV2gsde=b\293\z.4s.
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In elke van het oneindig aantal termen onder het teeken
heeft z eene andere waarde; als de grootste, H, beantwoordt aan
de hoogte van den waterspiegel boven het laagste punt der ope-
ning, en de kleinste, 4, aan die boven het hoogst gelegen punt,
dan is de waarde dier som, die wij hier niet kunnen ont-
wikkelen, '

3bVeg(HoH —2VA).
Stelt men in haar #=0, waardoor zij onder anderen geldt
voor het geval dat uit een kanaal water stroomt in een ander,

dan wordt zij:
3b6kyVegH.
39. Op de vraag hoe lang het duren zal, eer de vloeistof

in het vat tot beneden de opening gedaald is, is het antwootrd
gemakkelijk te vinden. Reeds in § 37 zagen wij, dat

v
=9

v

de uitdrukking is voor de snelheid, waarmede de waterspiegel
daalt. Is dan 2 de steeds afnemende hoogte van dien waterspie-
gel boven de opening, dan zal

v
V \/ 2 gz
volgens § 37 deze steeds afnemende snelheid voorstellen. Deze

uitdrukking doet ons zien, dat de dalende beweging van den
waterspiegel een gelijkmatig vertragende is, en dat hare ver-

2
traging ¢ ‘g]; tot uitdrukking heeft. Is nu aanvankelijk de hoogte
boven de opening H, dus H de weg, dien de waterspiegel met

2
de gelijkmatige vertraging ¢ ‘—7; doorloopt, dan volgt uit

v
H=-%.yv".t’
dat de gevraagde tijd
vV ,2H
t=—\ —
v 9

zijn zal,
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Bij schutsluizen bevindt zich de opening aan beide zijden
van de deuren onder water. Bij een bepaald verschil in de
hoogte van het water in twee aangrenzende afdeelingen der
sluis, kan men, op grond van het zoo even verklaarde, den
tijd bepalen, die er noodig zal zijn om in beide het water op
dezelfde hoogte te brengen. '

Stel dat het water in de eene afdeeling 2 meters boven en
in de andere z' meters beneden dit niveau staat, dan zijn zen
2’ grootheden, die gedurende het uitstroomen gelijktijdig tot
nul naderen. Het verval is dan steeds z -+ 2’ meters en de ver-
anderlijke snelheid van de uitstrooming

c=\/2g (z + 2).
Zij nu V het aantal vlakte-eenheden van de doorsnede der af-
deeling, waaruit V' dat van de doorsnede der afdeeling waarin
het water stroomt, v dat van de opening in de deur. Steeds is
dan in de eene afdeeling V 2z kubieke eenheden water meer, en
in de andere V' 2’ kubieke eenheden minder, dan op het oogen-
blik dat de waterspiegel .in beide ligt in een vlak. Daar het
meerdere in de eene het mindere in de andere moet aanvullen
is Vz=V'2' of
v

VA =v72.

Door de substitutie van deze waarde wordt

a_\/2g(z+—fz)_ 2gz(]+‘—l,)
de snelheid der uitstrooming en dus
, v v v
s _JV_V—\/2gz(l +-V-')

de snelheid, waarmede in de eene afdeeling het water daalt.
Schrijft men deze uitdrukking in-de gedaante

a'=\/2g %(I +‘VL’) z,
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dan blijkt het dat de dalende beweging eene gelijkmatig ver-
- L . v? v
tragende is, wier vertr.agmg g T (1 =+ V) bedraagt.

De waterspiegel zal dus z meters dalen in den tijd, die vol-
doet aan de vergelijking

z=,yv2(l+ )ti

t_V\/‘ 2V .
T g(V+V)’

Als men dus voorondeistelt dat de vertikale afstand

waaruit

z+z’=z(l+vv,) .

der beide waterspiegels bij den aanvang van de aftapping H
meters bedroeg, dan zal

t_V\"/ 2V VH \/2H
o g(V+V’)'V+V'—(I+V’)

de tijd zijn, waarin beide in hetzelfde vlak komen te liggen.
Stroomt het buitenwater in een sluis dan zal V' zoo klein

7

A
zijn ten opzichte van V, dat men v:O mag stellen. Tn dit

geval wordt de gevraagde tijd dus

P \/ 2 H
v g
zoodat hij juist de helft zal zijn van den tijd, die in gelijke -
omstandigheden noodig is om het water in twee aan elkander

grenzende afdeelingen eener 'sluis, die dezelfde doorsnede heb-
ben, te brengen op dezelfde hoogte. Dan toch zal

,_ YV . s2H
T 2w g

zijn.
40. De in § 38 verkregene waarden voor de hoeveelheden
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vloeistof, die in een bepaslden tijd door eene opening uitstroo-
men, zijn iets grooter, en dientengevolge is ook de in § 39
gevonden duur der uitstrooming iets kleiner, dan in de wer-
kelijkheid zal worden gevonden. Dit verschil wordt gedeeltelijk
veroorzaakt doordien wij steeds voor de snelheid der uitstroo-
ming \/2¢4 hebben gesteld, zonder den aan het einde van
§ 37 genoemden coéfficient in rekening te brengen. In sommige
omstandigheden echter wordt de hoeveelheid unitstroomende vloei-
stof nog in veel grootere mate verminderd door de contrac-
tie, die de straal steeds op kleinen afstand buiten de opening
ondervindt.

Wanneer de opeping v vlakte-eenheden groot is, zal dus de
doorsnede van den straal daar minder dan v vlakte-eenheden
bevatten, zoodat dan ook de in # sekonden uitstroomende hoe-
veelheid vloeistof minder dan s v ¢ kubieke eenheden zijn zal.
Ook de waarden der coéfficienten, waarmede v moet vermenig-
vuldigd worden, om deze hoeveelheid te doen overeenstemmen
met de werkelijk uitstroomende, heeft men door waarneming
bepaald. Men heeft gevonden, dat die contractie hare
grootste waarde bereikt, als de wand zelf zeer
dun is ‘of rondom de opening van buiten naar
binnen scherp toeloopt, en als daarbij de doorsnede der
opening zeer klein is, in verhouding tot de oppervlakte van
den wand waarin zij is gemaakt. Voor water is in deze omstan-
digheden 0.64 de co&fficient van contractie, terwijl
deze hare grootste waarde bereikt op een afstand van de ope-
ning, die ongeveer gelijk is aan de helft van hare middellijn.
Laat men het water, in plaats van door eene opening van v
viakte-eenheden, uitstroomen door een buis die op genoemden
afstand slechts eene doorsnede heeft van 0.64 v vlakte-eenhe-
den, dan zal de in een bepaalden tijd uitstroomende hoeveel-
heid water daardoor niet veranderen. De grootte dier con-
tractie neemt echter spoedig af meét de scherpte van de ran-
den der opening; slijpt men deze zooveel mogelijk rond,
dan zal men het invoeren van den coéfficient achterwege kun-
nen laten. !
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41, De drukking, die een vloeistof uitoefent op de wanden
van het vat waarin zij zich bevindt, heeft, als de vloeistof in
beweging is, over het algemeen eene andere waarde, dan wan-
neer zij in rust is. Terwijl deze hydrostatische drukking op eenig
deeltje van den wand gelijk is aan het gewicht van een zuil
vloeistof, die dat deeltje tot grondvlak en zijn afstand tot de
vrije oppervlakte tot hoogte heeft (§ 33), zal de hoogte # van
de zuil, wier gewicht de hydraulische drukking voor-
stelt, in het algemeen eene andere zijn.

Vooronderstellen wij, dat de vrije opperviakte van de vloei-
stof in het vat % meters boven de opening staat, waardoor zij
vitstroomt, dan zal (§ 387)

kvkst

de arbeid zijn van de kracht, die de deeltjes vloeistof drijft door
de opening.

Ligt echter de opening zelve £’ meters beneden de opper-
vlakte van de vloeistof die het vat omringt, dan is

—kok' st

de . weerstands-arbeid, die in ¢ sekonden wordt verricht en de
strekking heeft om de vloeistof in de opening terug te dringen.
De arbeid derhalve, waardoor versnelling der uitstrooming
wordt teweeggebracht, heeft :
kv(A—F%)st
of
_ mg (—F)
tot uitdrukking, daar toch m g —/%wv s¢ het gewicht voorstelt
van de in ¢ sekonden uitstroomende hoeveelheid vloeistof.
Is nu de snelheid, waarmede de vrije oppervlakte daalt, o,
dan zal

m §? mal ,
zijn, of
48 . ... .. s2==at + 2 (h—R).

Ligt de doorsnede van het vat, voor welke de hydrau-
lische drukking aan 2 evenredig is, op een afstand van

II. . 7
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2’ meters beneden de vrije oppervlakte, en daalt die doorsnede
met een snelheid &, dan zal evenzoo

49 ... .. 2=+ 2(A—F)—2 + 2
zijn.
Substitueert men de waarde van s? wuit vergel. (48) in
vergel. (49) dan komt er
b — a2

29

2=z —
waaruit blijkt :
dat de hydraulische drukking in eenig vlak
kleiner is dan de h'ydrostatische, als de snelheid
waarmede het daalt grooter is dan de snelheid
der vrije oppervlakte.
Deze grootere snelheid heerscht, zooals gemakkelijk is in te
zien, in die doorsneden van het vat, waar dit nauwer is dan aan

de vrije opperviakte. Waar het vat zeer nauw is kan zelfs #— a

zoo weinig van z verschillen, dat de grootte van de hydraulische
drukking daar nagenoeg nul wordt. Maakt men daar plotseling
een opening in den wand, dan zal de dampkringslucht naar
binnen worden gedreven, gelijk zij ook door een buis, die
daar uitmondt, vloeistof in het vat zal kumnen opdrijven wuit
een diepte, gelijk aan de lengte der zuil, wier gewicht de over-
maat aan dampkrings-drukking boven de hydraulische evenaart.

42. Stroomt de vloeistof uit een gevuld vat door eene ope-
ning, die wijder is dan de doorsnede eener vernauwing, dan
zal er op de hoogte van deze eene geheel ledige ruimte ont-
staan. Want onder uit het vat vloeit dan aanvankelijk meer
vlceistof weg dan in denzelfden tijd door de vernauwing uit
het bovenste gedeelte kan stroomen in het onderste. Er zal ten
laatste een nieuwe waterspiegel zich vormen in dit gedeelte,
die zoo hoog boven de opening komt te staan, dat er bij de aan
die hoogte beantwoordende drukking evenveel water wégstroomt-
als er toevloeit. Toch geschiedt nu het wegvloeien onder gun-
stiger omstandigheden dan wanneer de opening zelve eene door-
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snede had even klein als de vernauwing. In dit geval toch
zou de dampkringslucht eene tegendrukking uitoefenen, terwijl
nu de snelheid der uitstrooming dezelfde is als wanneer de
opening was geplaatst in het luchtledige. Het is om deze zelfde
reden, dat men de uitstrooming door openingen van bepaalde
doorsnede kan versnellen, door die openingen te voorzien van
kegelvormige buizen. Qok in dit geval is de hoeveel-
heid uitstroomende vloeistof dezelfde als wanneer het uitstroo-
men plaats had door eene opening, die wel is waar dezelfde
doorsnede heeft als de gegevene, maar die dan toch omringd
is door een gedeeltelijk luchtledige ruimte.

Stroomt een vloeistof door een stelsel van buizen, die ver-
schillende doorsneden hebben, dan moet men er wel op letten,
dat bij elken plotselingen overgang in een wij-
dere buis de hydraulische drukking vermindert.
Immers in de nauwere buizen is de snelheid, waarmede zich
de vloeistof beweegt, grooter dan in de wijdere, zoodat er bij
zoodanigen overgang eene botsing plaats heefl, overeenkomstig
met de botsing van vaste lichamen, die wij in § 22 beschreven.
Bij zulk eene botsing nu gaat schijnbaar steeds (§ 28) mecha-
nische arbeid verloren, en dit zal nog veel meer het geval zijn
bij eene botsing tusschen vloeistoffen, wier deeltjes zoo gemak-
kelijk ten opzichte van elkander zich verplaatsen.

Nog kan bij eene beweging der vloeistof door een stelsel
van buizen, dat eene aanmerkelijke lengte heeft, het verlies
aan hydraulische drukking niet verwaarloosd worden,
dat een gevolg is van de wrijving langs de wanden
der buizen. Deze wrijving hangt af van de lengte der buizen,
zoowel als van de grootte harer doorsneden en van de snelheid
waarmede de vloeistof uitstroomt; daarenboven echter is zij
afhankelijk van een wrijvings-coéfficiént, wiens waarde met die
snelheid verandert en bepaald kan worden uit de door werss-
BACH gevondene experimenteele formule

0.0094711
f=001439 + —=——

waarin v de snelheid voorstelt.
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Eindelijk gaat van de oorspronkelijke drukking een aanmer-
kelijk gedeelte verloren wanneer een vloeistof uit eene
buis stroomt in eene andere, die met haar een
hoek maakt. Dit verlies hangt af van de grootte van dien
hoek en kan, als hij wordt voorgesteld door 2 «, berekend
worden uit de experimenteele formule

f'=10,9457 siu2a + 2,047 sinta;

die evenzoo door WEISSBACH is gevonden.

43. Als een vloeistof in rust is dan drukt, zooals wij boven
(§ 34) zagen, op elke vlakte-uitgebreidheid v van de wanden
een gewicht £v 4, als £ het specifiek gewicht der vloeistof is
en % de afstand, waarop het zwaartepunt van v ligt beneden
de vrije oppervlakte. Tegenover dit willekeurig gekozen gedeelte
van den zijwand staat een ander, dat eene drukking onder-
vindt wier horizontale ontbondene alleen in teeken van de
zoo even genoemde verschilt, en het is deze omstandigheid die
veroorzaakt, dat de som van de horizontale tegendrukkingen
door den ganschen wand uitgeoefend, nul is. Het spreekt wel
van zelf, dat, wanneer het gedeelte v van den zijwand ergens
plotseling wordt weggenomen, deze evenwichtstoestand wordt
verbroken, en dat de in horizontale richting ontbondene van
de tegendrukking, die het tegenoverstaande gedeelte van den
zijwand biedt, alsdan een kracht wordt, die de vloeistof drijft
door de opening. Nemen wij aan dat zij in eene sekonde eene
massa 2 in horizontale richting ¢ lengte-eenheden voordrijft,
en dat M en S na een sekonde de massa en de horizontale
snelheid van de gansche hoeveelheid vloeistof voorstellen, dan

zal (§ 21)

MS=ms
zijn.
De versnelling in horizontale richting is dus V=%S en
de kracht K, die haar veroorzaakt, K =M ;n—d.szms.

De massa m nu, die in de eerste sekonde uitstroomt, heeft
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.k .
bij de vooronderstelde doorsnede der opening —thot uitdruk-

king, zoodat
K=—¢
9
is. Bij de in den aanvang dezer § vooronderstelde hoogte 4
van den waterspiegel boven de opening is (§ 37) echter
$2=2¢gk
Dus wordt
K=2%v#

de grootte van de kracht, waarmede in horizontale richting de
vloeistof uit de opening wordt gedrongen. De wanden van het
vat ondergaan eene gelijke drukking, wier resultante een lijn-
rechte tegenovergestelde richting heeft; als dus het vat zich
zonder wrijving kon bewegen over het vlak waarop het staat,
dan zou het zich gaan bewegen in eene richting tegenoverge-
steld- aan die, waarin zich de unitstroomende vloeistof beweegt.



V.

MECHANICA DER GASVORMIGE VLOEI-
STOFFEN.

ACHTSTE HOOFDSTUK.

Over de drokking en het uitstroomen van gassen.

44. Wanneer een zekere hoeveelheid gas zich bevindt in een
beslotene ruimte, dan wordt door haar eene drukking uitgeoe-
fend op de wanden die haar omgeven. Deze spanning nu ver-
andert met de ruimte, die het gas inneemt, op eene wijze in
de wet van MARIOTTE aldus uitgedrukt:

het volumen van eene zekere massa gas is om-
gekeerd evenredig met de drukking, die daarop
wordt uitgeoefend.

Als dus V en V' de volumina van dezelfde massa gas voor-
stellen bij de drukking & en d', dan zal

zijn; met andere woorden het produkt van de bij elkander be-
hoorende waarden voor & en V, het produkt 4V dus, zal
constant zijn.

Is V het volumen van cen zekere massa dampkringslucht bij
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den gemiddelden barometerstand, dan is 4=—10336 kilogram
op den vierkanten meter. Om deze massa gas op een derde van
haar volumen samengedrukt te houden zal dan, volgens de ver- .
gel. 50, eene drukking
[— V — —
d-‘_vd_Sd_.SlOOS
kil. worden vereischt.

45. Wij hebben in de vorige § voorondersteld, dat de tem-
peratuur van het gas gedurende de samendrukking voortdurend
dezelfde bleef. Wij zullen nu nagaan in welke betrekking de
verandering in volume tot de verandering in spanning staat,
als de temperatuur van het gas verandert.

Het is proefondervindelijk gebleken, dat, zoo eene zekere
massa gas voortdurend dezelfde drukking blijft ondervinden en
men hare temperatuur laat toenemen, de toename van haar vo-
lumen aan die van de temperatuur evenredig is. Noemt men ¢ het
gedeelte van het oorspronkelijk volumen V, waarmede dit bij
eene temperatuurs-verhooging van een graad Celsius wordt ver- -
meerderd, — kubieke coéfficiént van nitzetting —
dan zal bij eene temperatuurs verhooging van ¢ graden het
volumen

51 ....... V=V(1+c¢cy

zijn. Brengt men nu, door het uitoefenen van eene grootere
drukking d’, de massa gas tot een kleiner volumen V" terug,
en zorgt men daarbij dat de temperatuur niet verandert, dan
zal de wet van MARIOTTE gelden. Was dus de drukking aan-
" vankelijk &, dan is

V.V'=d"d

of
V(1+ct):V'=d"d,
waarunit
VI/ dll _ ,
l4c¢t™ ’

Véér de drukking werd vermeerderd, was (vergel. 51)
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N4
—L=Vd':
1+4c¢¢
zoodat bij het samendrukken van gassen het
quotient
Vd

1+4ct

steeds onveranderd blijft, ook als de tempera-
tuurs-verandering in aanmerking wordt ge-
nomen.

Deze meer algemeene opvatting van de wet van MARIOTTE,
noemt men de wet van GAY-LUSSAC.

Is % het specifieck gewicht van het gas bij een temperatuur
van ¢ graden en % dat gewicht bij een temperatuur #’, V het
volume in het eerste, V' het volume in hgt tweede geval, en
zijn d en d' de voor deze gevallen geldende drukkingen, dan is

Vi _ Vd
14¢t~ 14c¢t

en
EVN=FYV,
uit welke beide vergelijkingen deze eene volgt:
k i’
Va _ e
l4ct™ 14¢c't¢
of

@ = a .
H+e) #(o+)

Substitueert men in deze vergelijking voor den coéfficiént
van uitzetting zijne waarde 0.00367, die voor alle gassen
nagenoeg dezelfde is, dan komt er

A
E(R13+18)" ¥ (3T +7)
3

De in deze vergelijking voorkomende waarden van d en ¢
zijn geheel willekeurig genomen, terwijl die van % de met die
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willekeurige drukkingen en temperaturen overeenkomende speci-
. . d .

fieke gewichten zijn. Het quotient VICEE)] is dus een stand-

vastige grootheid. Daar nu gewoune dampkringslucht bij een

temperatuur van 0° Celsius en eene drukking van 10336 kil.

op de [0 meter een spec. gewicht 1.293 heeft, zal

10336

298 x 273 — 20-%8

onder alle omstandigheden de waarde van dien coéfficiént zijn
voor dampkringslucht. Voor ¢ == 273° zal de drukking
2 x 10336 en in het algemeen voor ¢/ — = % 273° zal zij
(= + 1) 10336 millim. zijn, zoodat telkens wanneer de
temperatuur van een bepaald volumen damp-
kringslucht 273° C. stijgt, de drukking een at-
mosfeer stijgen zal.

Tevens volgt hieruit dat bij een temperatuur van — 273°C.
de drukking zul zou zijn; daarom heeft men deze temperatuur
het absolute nulpunt van de temperatuur genoemd.
Van dit nulpunt gerekend zal dus een temperatuur van ¢°C.
door (273 + ¢)° moeten voorgesteld worden:

46. Tot nog toe beschouwden wij alleen het geval, dat bij
toenemende temperatuur de drukking grooter werd en
het volumen constant bleef. Beschouwen wij thans het
omgekeerde geval, dat bij een stijgende temperatuur
voortdurend de drukking dezelfde blijft, maar
daarentegen het volumen toeneemt. De hoeveel-
heid warmte die noodig is om de temperatuur
van 1 kilogram gas 1° Celsius te doen stijgen,
eene hoeveelheid die men de warmte-capaciteit van het
gas noemt, is in beide gevallen zeer verschillend. Heeft de
temperatuurs-verhooging plaats bij constant volumen, dan
bedraagt die hoeveelheid voor dampkringslucht '

wy =0, 1687

warmte-eenheden, terwijl zij bij eene temperatuurs-ver-
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hobging, die met constante drukking en verander-
lijk volumen gepaard gaat,
wg = 0.2377

warmte-eenheden bedraagt. De eenheid waarin deze hoe-
veelheid warmte is uitgedrukt, is de hoeveelheid die
noodig is om van een kilogram water de tempe-
ratuur 1° C. te doen stijgen. Men noemt haar ook wel
eene Calorie.

Om dus een kilogram lucht 246 te verwarmen, dat bij con-
stante drukking 4 zijn temperatuur #° graden toeneemt, zal eene
hoeveelheid warmte w moeten aangevoerd worden, die beant-
woordt aan de vergelijking

B2 ... .. w=—20,2377 ¢,
terwijl die hoeveelheid, indien het volumen onveranderd blijft,

v 53 .....w =0.1687¢
zal bedragen. '
47. De hoeveelheid warmte

0,069 ¢

die in het laatste geval meer is gebruikt, ging echter niet
verloren. Immers bij het toenemen van het volumen gas is
mechanische arbeid verricht, die, als wij die vermeerdering v
en de drukking op de vlakte-eenheid 4 noemen, door

A =dv

moet worden voorgesteld. Want de arbeid is het product van
de kracht en van den weg, dien in hare richting het aangrij-
pingspunt heeft afgelegd. Daar nu de kracht steeds werkt vol-
gens de normaal op de oppervlakte, en hare grootte steeds
evenredig is met de vermeerdering dier oppervlakte, is hier de
arbeid evenredig met de vermeerdering van het volume.

Noemt men nu a het mechanisch equivalent der
warmte-eenheid, dat wil zeggen, is a de hoeveelheid
arbeid, die ontstaat als eene warmte-eenheid wordt verbruikt
tot uitzetting van een gas, dan is

A = 0.069.%a
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of 0,069ta=dv,
waaruit volgt

meterkilogram voor de waarde van het genoemd mechanisch
equivalent.
Nu heeft, volgens de wet van eav-Lussac (§ 45)} het quo-

tient 76(2—7‘;—|Tt-) dezelfde waarde voor en na de uitzetting. Ver-

G
vangen wij in dat quotient het specifiek gewicht door v o

merken wij op, dat, daar wij steeds spraken over de uilzetting
van een kilogram lucht, G = 1 is, dan wordt het quotient,
als ¢ de temperatuur v66r en ¢ + ¢ die na de verwarming
is, in het eerste geval

d. v =29.28
273 4+¢ ~ T
en in het tweede
Ad.V4+dv
275 Fire o S

Uit beide vergelijkingen te zamen volgt:
56 ... .. d.v=—29.287¢.

Substitneeren wij deze waarde van dv in die van &, dan
komt er '

__29.928

a_m_424~
meterkilogr. voor het mechanisch equivalent
der warmte-eenheid.

48. Het aantal » warmnte-eenheden, dat aangevoerd moet wor-
den om een volumen dampkringslucht V te doen toenemen tot
V +v,zonder dat daarbij de drukking verandert,
kan bepaald worden uit de vergelijking

n=0237T7T x ¢
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wanneer daarin ¢’ de {emperatuurs-verhooging voorstelt die het
gas ondergaat. Nu is (vergel. 55)

_ do
T 29.28

’

dus

n=0.2377. — 29 28

Het aantal »' warmte-eenheden, vereischt om de drukking te
doen stijgen van d tot d + 4, zonder dat daarbij het
volumen verandert, zal, als in dit geval ¢” de tempera-
tunrs-verhooging voorstelt,

n' == 0.1687 x ¢

zijn. Nu is vé6r de verwarming (vergel. 55)

v =29.28
218 +1¢~
en na de verwarming,
@+ d)Vv
—_——y = . 28 3
YT I .
zoodat
,__ d.V
T 29.28

is.
Substitueert men deze waarde van ¢” in die van #’, dan wordt
vd

n' — 0.1687 —— 19 28"

Veranderen beide drukking en volumen, dan zal gedurende
elk ander tijdsdeeltje eene andere vermeerdering van de eerste
overeenstemmen met eene andere vermeerdering van het laatste.
Nemen wij nu aan, dat gedurende een zeer klein tijdsdeeltje
van de aangewende warmte eenheden 7 + #' een gedeelte eene
vermeerdering van het volumen v, en een ander gedeelte eene
vermeerdering van de drukking @' teweegbrengt, dan is

dv av
n 4+ n' = 0.2377 TH 28+0168719 28"
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Is n + #' gelijk nul, dan wordt

d’___ 0.2877 v __ 140
401687 VUV

Voert men dus in het geheel geen warmte aan,
dan zal gedurende elk willekeurig tijdsdeeltje
eene vermeerdering van het volumen overeen-
komen met eene vermindering van de drukking,
die grooter is dan de vermindering bij constante
temperatuur. (§ 44).

Deze grootere vermindering in drukking kan alleen worden
toegeschreven aan eene daling van de temperatuur, zoodat,
wanneer van eene hoeveelheid gas het volume grooter wordt
gemaakt, zonder dat men warmte aanvoert, de temperatuur zal
dalen. Omgekeerd zal bij het samendrukken van een volumen
gas de temperatuur stijgen, wanneer geen warmte wordt afge-
leid. Wat alsdan wordt in vergel. 56 de waarde van v nega-

i’

. d
tief, en dus de absolute waarde van 7 grooter dan, volgens

de wet van MARIOTTE, bij constante temperatuur het geval
zou zijn.

49. De drukking, die de dampkring bij den gemiddelden
barometerstand aan de oppervlakte der zee door haar eigen ge-
wicht uitoefent, bedraagt 10336 kil. per vierkante meter. Deze
drukking neemt af als de hoogte boven genoemde oppervlakte
toeneemt; toch is zij niet omgekeerd evenredig met die hoogte,
daar het specifiek gewicht van de verschillende lagen zelf ow-
gekeerd evenredig is met de drukking, die door de hooger
gelegenen op haar wordt uitgeoefend.

Noemen wij £ den afstand tusschen twee lagen dampkrings-
lucht, @' de drukking per [J meter in de laagst gelegene, d
die in de hooget gelegene, en verdeelen wij die hoogte 4 in »
gelijke deelen. Wanneer wij dan # onbepaald laten toenemen, zal
het verschil 4 d tusschen de drukking per O meter in de hoogste
en in de onmiddellijk daaronder gelegen laag, door het gewicht
~ van een zuil lucht mogen worden voorgesteld, wier grondvlak
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. ho. o S
1 O meter en wier hoogte s Dit gewicht is, als Z het spe-
. . %
cifiek gewicht voorstelt, k.7 zoodat

d+ Ad:d-l—kl‘—
n

“zijn zal. ,

Maar als &, de drukking aan de oppervlakte der zee en £,
daar het gewicht van 1 kub. meter lucht bij 0° C. voorstelt
(£ =1.293), dan zal, volgens de wet van MARIOTTE,

d
lc_d—oko
zijn.
Derhalve is
a k
of
k h
dd=— =2 =),
R

zoodat in het algemeen, om van de drukking 4 in een laag
over te gaan op de drukking in de onmiddellijk daaronder ge-

k
legene, men met (1 -+ j’— . %—) zal hebben te vermenig-
0

vuldigen. De uitdrukking

n
v=a(1+ b 2
dy, =n
zal dus meer en meer eene ware vergelijking zijn, naarmate
n toeneemt. En daar (D. L. § 55)

w0
(l+k° Ly — 3
—.—) =e
dy n
is voor # = =, zal
o

d=ded

de ware voorstelling zijn van de drukking in een laag, die 4
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meters lager ligt dan die, waarin de drukking d is. Uit haar
volgt:

e
log.d =1log.d + —— %
d,
of p
d, A d
=2 d —log.d)= = log. { —),
k ]co(log d — log. d) % og (d)

eene vergelijking waardoor men, als het verschil in ba-
rometerstand tusschen twee plaatsen gegeven
is, hunnen vertikalen afstand kan bepalen.

50. Van de zoo aanzienlijke drukking van den dampkring
op de lichamen rondom ons, bemerken wij doorgaans niets.
Deze omstandigheid is daaraan toe te schrijven, dat de druk-
kingen, in horizontale richting uitgeoefend op een lichaam
dat van lucht omgeven is, elkander om dezelfde rede-
nen als die wij in § 35 ontwikkelden, opheffen. Nu hebben wel
de vertikale drukkingen eene resultante, die de lichamen tracht
te doen stijgen met een kracht, gelijk aan het gewicht van de
verplaatste lucht, maar deze kracht is in het algemeen 200
klein in verhouding tot het gewicht van die lichamen zelve,
dat men van hare werking niets gewaar wordt. Stijgkracht
der luchtballons.

Alleen wanneer men van twee lichamen, die een zeer ver-
schillende dichtheid hebben, de gewichten met elkander wil
vergelijken, zal men op het verschil in opwaarts gerichte druk-
kingen, die beide ondervinden, hebben te letten. Het gewicht,
dat het lichaam, waarvan het volume V grooter is dan het
volume V' der gewichten, in de lucht schijnt te hebben, zal,
wil de weging juist zijn, met het gewicht van een volume
V — V’ dampkringslucht moeten vermeerderd worden.

51. Wat het uitstroomen van gassen door openingen en
buizen betreft, daarvoor geldt in het algemeen, wat wij in
het vorige hoofdstuk omtrent het uitstroomen van dampvor-
mige vloeistoffen hebben gezegd.

Wij vonden daar dat de snelheid der uitstrooming (§ 37) door

c=\/2gﬁ
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wordt voorgesteld, wanneer ten minste gedurende eene sekonde
de hoogte % van de vloeistof boven de opening niet merkbaar
verandert, en er van buiten op de opening geen drukking
wordt uitgeoefend. Is het laatste wel het geval, dan zal, als
& de hoogte voorstelt van het water buiten de opening, de
snelheid
s=V29(h—#)

zijn; en bij de beschouwing van het uitstroomen van gassen
zal, indien men wil dat aan de eerstgenoemde voorwaarde vol-
daan zij, op de drukking van buiten naar binnen steeds gelet

moeten worden. Noemt men & de drukking per vlakte-eenheid
van binnen naar buiten, en 4’ die van buiten naar binnen,

. d , d . .
dan is 4 = X1 en 4 =ix1 De snelheid der uitstroo-
ming is dus
d a
=\/2s 5(1-%)
of (§ 45)

s=\/2g‘29,28(273+t) (1- ‘fl-)

als men aanneemt, dat de meerdere drukking van binnen wordt
veroorzaakt, doordien de temperatuur daar ¢ graden hooger
is dan die der omringende lucht.
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